
Testing gravity with planetary 
ephemerides 

Part II (ex part I): Gravity in weak-field

By Agnès Fienga
Observatoire de la Côte d’Azur, Géoazur, France

GRAVITY@PRAGUE 2026

14th–18th September 2026



2

It is also possible to write the metric tensor g such as g is a perturbation of the Minkowski metric

elle-même suit alors, par le principe d’équivalence, les lignes géodésiques de cet espace-
temps, c’est-à-dire les lignes “de plus court chemin” qui extrêmalisent l’intervalle ds2 (voir
la Sec. V). En particulier, la distribution globale de matière dans l’Univers détermine sa
géométrie globale, et le principe d’équivalence détermine localement ceux des référentiels qui
sont inertiels. On trouve que les référentiels localement inertiels sont fixes ou en mouvement
uniforme (et, en particulier, ne sont pas en rotation) par rapport à la distribution moyenne
de matière dans l’Univers, incluant les étoiles très nombreuses mais lointaines et aussi les
masses proches. Ce résultat est parfaitement en accord avec l’idée de base du principe de
Mach (Sec. II) et de ce point de vue on peut dire que la relativité générale est “machienne”.

Cependant, on remarque que les équations d’Einstein dans le vide, Rµ⌫ = 0 d’après (7.21),
sont moins restrictives que les conditions d’absence de champ gravitationnel qui s’écrivent
R�

· µ�⌫ = 0 (espace-temps minkowskien plat). Il peut donc a priori exister des champs de
gravitation même en l’absence de matière, dans un Univers vide. Ce fait est interprété par
certains comme l’indication que la relativité générale n’est pas complètement machienne.

E. Forme quasi-linéaire des équations d’Einstein

La relativité générale est une théorie non-linéaire. Physiquement, cela est dû au fait que
le champ de gravitation lui-même est source de champ de gravitation. Il possède en e↵et de
l’énergie, donc de la masse inertielle (par mi = E/c2), et donc par le principe d’équivalence
(mi = mg) peut ainsi graviter. En toute rigueur ceci est dû au fait que la relativité générale
satisfait au principe d’équivalence au sens fort, cf le PEF en Sec. IVF. C’est pourquoi il
est possible d’avoir des champs de gravitation qui sont eux-mêmes leur propre source, dans
un espace vide.

On peut voir plus précisément la non-linéarité de la théorie en posant

gµ⌫(x) = ⌘µ⌫ + hµ⌫(x) , (7.23)

où ⌘µ⌫ est la métrique de Minkowski (3.4) et où hµ⌫(x) est une certaine perturbation, non
nécessairement petite (on suppose en général que le référentiel {x} est cartésien). Il est
commode aussi d’introduire les variables auxiliaires

h
µ⌫

= hµ⌫
�

1

2
⌘µ⌫h , (7.24a)

h = ⌘⇢�h⇢� . (7.24b)

Alors on peut vérifier que les équations d’Einstein (7.19) admettent un développement non-
linéaire infini en puissance de h

µ⌫
et de ses dérivées (formellement). 22 Si l’on sépare les

termes linéaires en h
µ⌫

, on peut écrire les équations sous la forme

⇤h
µ⌫
� @µH

⌫
� @⌫H

µ
+ ⌘µ⌫@⇢H

⇢
= �

16⇡G

c4

⇥
T µ⌫ + tµ⌫(h)

⇤
, (7.25)

où ⇤ = ⌘⇢�@⇢@� = �c�2@2

t + � est l’opérateur des ondes habituel ou d’Alembertien, 23 et

H
µ

= @⇢h
µ⇢

. (7.26)

22 En e↵et les équations contiennent la métrique contravariante gµ⌫ inverse de (7.23) qui admet un
développement infini en h.

23 L’opérateur ⇤ fut introduit par d’Alembert dans son Traité de dynamique de 1743.
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The Einstein equation can then be developped non-linearly and can take the following form :
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géométrie globale, et le principe d’équivalence détermine localement ceux des référentiels qui
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nécessairement petite (on suppose en général que le référentiel {x} est cartésien). Il est
commode aussi d’introduire les variables auxiliaires

h
µ⌫

= hµ⌫
�

1

2
⌘µ⌫h , (7.24a)

h = ⌘⇢�h⇢� . (7.24b)
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géométrie globale, et le principe d’équivalence détermine localement ceux des référentiels qui
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22 En e↵et les équations contiennent la métrique contravariante gµ⌫ inverse de (7.23) qui admet un
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With some appropriate variable transformations (called gauge), it is possible to obtain 

Dans le membre de droite de (7.25) on observe que le tenseur de la matière T µ⌫ est aug-
menté d’une contribution non-linéaire dépendant au moins quadratiquement de h

⇢�
et de ses

dérivées,

tµ⌫(h) = O(h
2

) . (7.27)

Les équations (7.25) représentent en fait les équations satisfaites par un champ de jauge h
µ⌫

de masse nulle et d’hélicité 2 (le graviton), et qui est en auto-intéraction avec lui-même à
cause du terme non-linéaire tµ⌫(h).

Exercice. Prouver l’équation (7.25) par linéarisation des équations d’Einstein (7.19)
autour de l’espace plat. Montrer que le membre de gauche des équations (7.25) est invariant

par la transformation de jauge

h
µ⌫
! h

µ⌫
+ @µ⇠⌫ + @⌫⇠µ

� ⌘µ⌫@�⇠
� , (7.28)

où ⇠µ
est un vecteur quelconque. Prenant la divergence des deux membres de (7.25) montrer

que l’on obtient une loi de conservation au sens habituel:

@⌫(T
µ⌫ + tµ⌫) = 0 . (7.29)

L’invariance de jauge (7.28) résulte du fait que les équations d’Einstein gardent la même
forme dans tous les systèmes de coordonnées, et ⇠µ correspond à un changement de coor-
données �xµ = ⇠µ “infinitésimal” à l’ordre h. La loi de conservation (7.29) est rigoureuse-
ment équivalente à la loi de conservation au sens covariant (7.5), et permet d’interpréter tµ⌫

comme l’énergie-impulsion du champ de gravitation lui-même dans le référentiel considéré.
Mais attention au fait que tµ⌫ n’est pas un tenseur. En e↵et par le principe d’équivalence il
est impossible d’obtenir un tenseur qui décrive l’énergie-impulsion du champ de gravitation
car celle-ci devrait être nulle dans tout référentiel localement inertiel.

On peut utiliser l’invariance de jauge (7.28) pour choisir une jauge dite “harmonique”,
qui est analogue à la jauge de Lorenz en électromagnétisme, 24 et dans laquelle

H
µ

= @⌫h
µ⌫

= 0 . (7.30)

Dans cette jauge, les équations d’Einstein (7.25) s’écrivent simplement

⇤h
µ⌫

= �
16⇡G

c4

⇥
T µ⌫ + tµ⌫(h)

⇤
. (7.31)

Sous cette forme, on voit que l’interaction gravitationnelle se propage (en première approxi-
mation) à la vitesse de la lumière c. On voit aussi que c’est la condition de jauge (7.30) qui
assure la cohérence avec l’équation du mouvement de la matière (7.29).

24 Il s’agit ici de Ludvig Lorenz, physicien danois, et non pas de Hendrik Lorentz, le fameux physicien
hollandais des transformations de Lorentz.
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dérivées,

tµ⌫(h) = O(h
2

) . (7.27)
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où ⇠µ
est un vecteur quelconque. Prenant la divergence des deux membres de (7.25) montrer

que l’on obtient une loi de conservation au sens habituel:

@⌫(T
µ⌫ + tµ⌫) = 0 . (7.29)

L’invariance de jauge (7.28) résulte du fait que les équations d’Einstein gardent la même
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assure la cohérence avec l’équation du mouvement de la matière (7.29).

24 Il s’agit ici de Ludvig Lorenz, physicien danois, et non pas de Hendrik Lorentz, le fameux physicien
hollandais des transformations de Lorentz.

54

(109) 

(110a) 

(110b) 

d’Alembertien

Some Comments on General Relativity



3

Chapter 1: Weak field approximation Section 1.1:  Approximations of the metric

Definition: One calls the weak field approximation when                          and the velocities of the particules are 
small relative to c. 

More specifically, in the solar system where                                    and  

VIII. TESTS CLASSIQUES

Les tests “classiques” sont des tests de la théorie dans le système solaire, où les champs
gravitationnels sont faibles et lentement variables. Historiquement, ces tests ont semblé
prouver par l’excellent accord quantitatif entre la théorie et l’observation que la relativité
générale est la bonne théorie. Cependant, la valeur qualitative des tests classiques doit être
un peu modérée par le fait que l’on sait maintenant que d’autres théories de la gravitation
que la relativité générale sont aussi en accord avec ces tests.

A. Approximation des champs faibles et lentement variables

Dans le système solaire, le champ de gravitation est uniformément “faible” car |hµ⌫ | '

2U/c2 . 10�6 avec la notation (7.24) et le résultat (7.17), 25 et les vitesses des planètes et
des petits corps sont “lentes” car |v/c| . 10�4. Le champ gravitationnel étant faible, on
peut utiliser les équations d’Einstein (7.31) dans la jauge harmonique (7.30), dans lesquelles
on néglige tous les termes non-linéaires qui sont au moins quadratiques en h, c’est-à-dire
tµ⌫(h) ' 0. D’autre part, les vitesses des planètes étant lentes, on peut négliger les retards
dus à la propagation des ondes gravitationnelles de la source jusqu’au point “champ” où
l’on e↵ectue le calcul, et remplacer le d’Alembertien ⇤ = � � c�2@2

t par le Laplacien �.
Cette dernière approximation revient à considérer la limite post-newtonienne, où c ! +1
formellement, car le terme de retard est d’ordre (v/c)2. Noter que l’approximation post-
newtonienne, pour laquelle les retards sont petits quand c ! +1, n’est valable que sur
un domaine petit par rapport à la longueur d’onde gravitationnelle � = cP (où P est une
période orbitale typique d’une planète, P ⇡ a/v avec a la taille de l’orbite).

On a donc, approximativement,

�h
µ⌫
' �

16⇡G

c4
T µ⌫ . (8.1)

Avec la distribution de matière (7.6) et les définitions (7.23)–(7.24) on résoud facilement ces
équations pour trouver la métrique

g00 ' �1 +
2U

c2
, (8.2a)

g0i ' 0 , (8.2b)

gij ' �ij

✓
1 +

2U

c2

◆
, (8.2c)

où U est le potentiel newtonien satisfaisant à �U = �4⇡G⇢, et où on a négligé tous les
termes qui sont d’ordre (v/c)4 dans g00 et gij, ainsi que g0i qui est d’ordre (v/c)3.

Dans un système de coordonnées {t, r, ✓, '} où r, ✓,' sont les coordonnées sphériques
associées aux coordonnées spatiales {x, y, z} ⌘ {x1, x2, x3

} utilisées dans (8.2), 26 la métrique

25 Il est clair que le rapport sans dimension 2U/c2 o↵re une mesure relativiste de l’intensité du champ
gravitationnel.

26 Le référentiel {t, r, ✓, '} est défini à partir du référentien cartésien par les formules usuelles x = r sin ✓ cos �,
y = r sin ✓ sin �, z = r cos ✓ comme en espace plat.
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In these conditions 
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sont inertiels. On trouve que les référentiels localement inertiels sont fixes ou en mouvement
uniforme (et, en particulier, ne sont pas en rotation) par rapport à la distribution moyenne
de matière dans l’Univers, incluant les étoiles très nombreuses mais lointaines et aussi les
masses proches. Ce résultat est parfaitement en accord avec l’idée de base du principe de
Mach (Sec. II) et de ce point de vue on peut dire que la relativité générale est “machienne”.

Cependant, on remarque que les équations d’Einstein dans le vide, Rµ⌫ = 0 d’après (7.21),
sont moins restrictives que les conditions d’absence de champ gravitationnel qui s’écrivent
R�

· µ�⌫ = 0 (espace-temps minkowskien plat). Il peut donc a priori exister des champs de
gravitation même en l’absence de matière, dans un Univers vide. Ce fait est interprété par
certains comme l’indication que la relativité générale n’est pas complètement machienne.

E. Forme quasi-linéaire des équations d’Einstein

La relativité générale est une théorie non-linéaire. Physiquement, cela est dû au fait que
le champ de gravitation lui-même est source de champ de gravitation. Il possède en e↵et de
l’énergie, donc de la masse inertielle (par mi = E/c2), et donc par le principe d’équivalence
(mi = mg) peut ainsi graviter. En toute rigueur ceci est dû au fait que la relativité générale
satisfait au principe d’équivalence au sens fort, cf le PEF en Sec. IVF. C’est pourquoi il
est possible d’avoir des champs de gravitation qui sont eux-mêmes leur propre source, dans
un espace vide.

On peut voir plus précisément la non-linéarité de la théorie en posant

gµ⌫(x) = ⌘µ⌫ + hµ⌫(x) , (7.23)

où ⌘µ⌫ est la métrique de Minkowski (3.4) et où hµ⌫(x) est une certaine perturbation, non
nécessairement petite (on suppose en général que le référentiel {x} est cartésien). Il est
commode aussi d’introduire les variables auxiliaires

h
µ⌫

= hµ⌫
�

1

2
⌘µ⌫h , (7.24a)

h = ⌘⇢�h⇢� . (7.24b)

Alors on peut vérifier que les équations d’Einstein (7.19) admettent un développement non-
linéaire infini en puissance de h

µ⌫
et de ses dérivées (formellement). 22 Si l’on sépare les

termes linéaires en h
µ⌫

, on peut écrire les équations sous la forme

⇤h
µ⌫
� @µH

⌫
� @⌫H

µ
+ ⌘µ⌫@⇢H

⇢
= �

16⇡G

c4

⇥
T µ⌫ + tµ⌫(h)

⇤
, (7.25)

où ⇤ = ⌘⇢�@⇢@� = �c�2@2

t + � est l’opérateur des ondes habituel ou d’Alembertien, 23 et

H
µ

= @⇢h
µ⇢

. (7.26)

22 En e↵et les équations contiennent la métrique contravariante gµ⌫ inverse de (7.23) qui admet un
développement infini en h.

23 L’opérateur ⇤ fut introduit par d’Alembert dans son Traité de dynamique de 1743.
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Eq. (110) can then be approximated with                                           and the metric can be derived with Eq (94) 

VIII. TESTS CLASSIQUES

Les tests “classiques” sont des tests de la théorie dans le système solaire, où les champs
gravitationnels sont faibles et lentement variables. Historiquement, ces tests ont semblé
prouver par l’excellent accord quantitatif entre la théorie et l’observation que la relativité
générale est la bonne théorie. Cependant, la valeur qualitative des tests classiques doit être
un peu modérée par le fait que l’on sait maintenant que d’autres théories de la gravitation
que la relativité générale sont aussi en accord avec ces tests.

A. Approximation des champs faibles et lentement variables

Dans le système solaire, le champ de gravitation est uniformément “faible” car |hµ⌫ | '

2U/c2 . 10�6 avec la notation (7.24) et le résultat (7.17), 25 et les vitesses des planètes et
des petits corps sont “lentes” car |v/c| . 10�4. Le champ gravitationnel étant faible, on
peut utiliser les équations d’Einstein (7.31) dans la jauge harmonique (7.30), dans lesquelles
on néglige tous les termes non-linéaires qui sont au moins quadratiques en h, c’est-à-dire
tµ⌫(h) ' 0. D’autre part, les vitesses des planètes étant lentes, on peut négliger les retards
dus à la propagation des ondes gravitationnelles de la source jusqu’au point “champ” où
l’on e↵ectue le calcul, et remplacer le d’Alembertien ⇤ = � � c�2@2

t par le Laplacien �.
Cette dernière approximation revient à considérer la limite post-newtonienne, où c ! +1
formellement, car le terme de retard est d’ordre (v/c)2. Noter que l’approximation post-
newtonienne, pour laquelle les retards sont petits quand c ! +1, n’est valable que sur
un domaine petit par rapport à la longueur d’onde gravitationnelle � = cP (où P est une
période orbitale typique d’une planète, P ⇡ a/v avec a la taille de l’orbite).

On a donc, approximativement,

�h
µ⌫
' �

16⇡G

c4
T µ⌫ . (8.1)

Avec la distribution de matière (7.6) et les définitions (7.23)–(7.24) on résoud facilement ces
équations pour trouver la métrique

g00 ' �1 +
2U

c2
, (8.2a)

g0i ' 0 , (8.2b)

gij ' �ij

✓
1 +

2U

c2

◆
, (8.2c)

où U est le potentiel newtonien satisfaisant à �U = �4⇡G⇢, et où on a négligé tous les
termes qui sont d’ordre (v/c)4 dans g00 et gij, ainsi que g0i qui est d’ordre (v/c)3.

Dans un système de coordonnées {t, r, ✓, '} où r, ✓,' sont les coordonnées sphériques
associées aux coordonnées spatiales {x, y, z} ⌘ {x1, x2, x3

} utilisées dans (8.2), 26 la métrique

25 Il est clair que le rapport sans dimension 2U/c2 o↵re une mesure relativiste de l’intensité du champ
gravitationnel.

26 Le référentiel {t, r, ✓, '} est défini à partir du référentien cartésien par les formules usuelles x = r sin ✓ cos �,
y = r sin ✓ sin �, z = r cos ✓ comme en espace plat.
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where U is the newtonian potential and all terms in              are neglected.

In the solar system,                       where 𝑀⊙ is the (gravitationnal) mass of the sun.   

VIII. TESTS CLASSIQUES

Les tests “classiques” sont des tests de la théorie dans le système solaire, où les champs
gravitationnels sont faibles et lentement variables. Historiquement, ces tests ont semblé
prouver par l’excellent accord quantitatif entre la théorie et l’observation que la relativité
générale est la bonne théorie. Cependant, la valeur qualitative des tests classiques doit être
un peu modérée par le fait que l’on sait maintenant que d’autres théories de la gravitation
que la relativité générale sont aussi en accord avec ces tests.

A. Approximation des champs faibles et lentement variables

Dans le système solaire, le champ de gravitation est uniformément “faible” car |hµ⌫ | '

2U/c2 . 10�6 avec la notation (7.24) et le résultat (7.17), 25 et les vitesses des planètes et
des petits corps sont “lentes” car |v/c| . 10�4. Le champ gravitationnel étant faible, on
peut utiliser les équations d’Einstein (7.31) dans la jauge harmonique (7.30), dans lesquelles
on néglige tous les termes non-linéaires qui sont au moins quadratiques en h, c’est-à-dire
tµ⌫(h) ' 0. D’autre part, les vitesses des planètes étant lentes, on peut négliger les retards
dus à la propagation des ondes gravitationnelles de la source jusqu’au point “champ” où
l’on e↵ectue le calcul, et remplacer le d’Alembertien ⇤ = � � c�2@2

t par le Laplacien �.
Cette dernière approximation revient à considérer la limite post-newtonienne, où c ! +1
formellement, car le terme de retard est d’ordre (v/c)2. Noter que l’approximation post-
newtonienne, pour laquelle les retards sont petits quand c ! +1, n’est valable que sur
un domaine petit par rapport à la longueur d’onde gravitationnelle � = cP (où P est une
période orbitale typique d’une planète, P ⇡ a/v avec a la taille de l’orbite).

On a donc, approximativement,

�h
µ⌫
' �

16⇡G

c4
T µ⌫ . (8.1)

Avec la distribution de matière (7.6) et les définitions (7.23)–(7.24) on résoud facilement ces
équations pour trouver la métrique
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2U
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, (8.2a)

g0i ' 0 , (8.2b)

gij ' �ij
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1 +
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◆
, (8.2c)

où U est le potentiel newtonien satisfaisant à �U = �4⇡G⇢, et où on a négligé tous les
termes qui sont d’ordre (v/c)4 dans g00 et gij, ainsi que g0i qui est d’ordre (v/c)3.

Dans un système de coordonnées {t, r, ✓, '} où r, ✓,' sont les coordonnées sphériques
associées aux coordonnées spatiales {x, y, z} ⌘ {x1, x2, x3

} utilisées dans (8.2), 26 la métrique

25 Il est clair que le rapport sans dimension 2U/c2 o↵re une mesure relativiste de l’intensité du champ
gravitationnel.

26 Le référentiel {t, r, ✓, '} est défini à partir du référentien cartésien par les formules usuelles x = r sin ✓ cos �,
y = r sin ✓ sin �, z = r cos ✓ comme en espace plat.
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FIG. 18: Coordonnées sphériques {r, ✓,'}.

s’écrit

g00 ' �1 +
2U

c2
(8.3a)

grr ' 1 +
2U

c2
, (8.3b)

g✓✓ '

✓
1 +

2U

c2

◆
r2 , (8.3c)

g'' '

✓
1 +

2U

c2

◆
r2 sin2 ✓ , (8.3d)

les autres composantes étant zéro. Le potentiel est celui du Soleil (supposé à symétrie
sphérique) donc

U =
GM�

r
, (8.4)

avec M� = 2 1030 kg. Ce potentiel est valable à l’extérieur du rayon du Soleil R� = 7 108 m.
Ayant la métrique (8.2)–(8.3) le mouvement d’un photon ou d’une planète (supposée

ponctuelle — sans structure interne) s’obtiendra en résolvant les équations du mouvement de
chute libre dans le champ gravitationnel du Soleil, c’est-à-dire les équations des géodésiques
que l’on écrit sous leur forme lagrangienne (5.20),

d

dp

✓
g�µ

dxµ

dp

◆
=

1

2
@�gµ⌫

dxµ

dp

dx⌫

dp
, (8.5)

où p est un paramètre a�ne le long de la trajectoire du corps. Dans le cas d’un photon ce
paramètre ne peut pas être le temps propre car celui-ci est nul pour des photons: e = 0
dans (5.23). Dans tous les cas p est un paramètre pour lequel le mouvement est rectiligne
et uniforme dans un référentiel localement inertiel, et qui sera éliminé des équations finales
du mouvement.

B. Déviation de la lumière par le Soleil

Le plus célèbre des “tests classiques” est celui de la déviation de la lumière en provenance
d’une source lointaine (un quasar dans les mesures récentes) par le champ de gravitation
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Dans le membre de droite de (7.25) on observe que le tenseur de la matière T µ⌫ est aug-
menté d’une contribution non-linéaire dépendant au moins quadratiquement de h

⇢�
et de ses

dérivées,

tµ⌫(h) = O(h
2

) . (7.27)

Les équations (7.25) représentent en fait les équations satisfaites par un champ de jauge h
µ⌫

de masse nulle et d’hélicité 2 (le graviton), et qui est en auto-intéraction avec lui-même à
cause du terme non-linéaire tµ⌫(h).

Exercice. Prouver l’équation (7.25) par linéarisation des équations d’Einstein (7.19)
autour de l’espace plat. Montrer que le membre de gauche des équations (7.25) est invariant

par la transformation de jauge

h
µ⌫
! h

µ⌫
+ @µ⇠⌫ + @⌫⇠µ

� ⌘µ⌫@�⇠
� , (7.28)

où ⇠µ
est un vecteur quelconque. Prenant la divergence des deux membres de (7.25) montrer

que l’on obtient une loi de conservation au sens habituel:

@⌫(T
µ⌫ + tµ⌫) = 0 . (7.29)

L’invariance de jauge (7.28) résulte du fait que les équations d’Einstein gardent la même
forme dans tous les systèmes de coordonnées, et ⇠µ correspond à un changement de coor-
données �xµ = ⇠µ “infinitésimal” à l’ordre h. La loi de conservation (7.29) est rigoureuse-
ment équivalente à la loi de conservation au sens covariant (7.5), et permet d’interpréter tµ⌫

comme l’énergie-impulsion du champ de gravitation lui-même dans le référentiel considéré.
Mais attention au fait que tµ⌫ n’est pas un tenseur. En e↵et par le principe d’équivalence il
est impossible d’obtenir un tenseur qui décrive l’énergie-impulsion du champ de gravitation
car celle-ci devrait être nulle dans tout référentiel localement inertiel.

On peut utiliser l’invariance de jauge (7.28) pour choisir une jauge dite “harmonique”,
qui est analogue à la jauge de Lorenz en électromagnétisme, 24 et dans laquelle

H
µ

= @⌫h
µ⌫

= 0 . (7.30)

Dans cette jauge, les équations d’Einstein (7.25) s’écrivent simplement

⇤h
µ⌫

= �
16⇡G

c4

⇥
T µ⌫ + tµ⌫(h)

⇤
. (7.31)

Sous cette forme, on voit que l’interaction gravitationnelle se propage (en première approxi-
mation) à la vitesse de la lumière c. On voit aussi que c’est la condition de jauge (7.30) qui
assure la cohérence avec l’équation du mouvement de la matière (7.29).

24 Il s’agit ici de Ludvig Lorenz, physicien danois, et non pas de Hendrik Lorentz, le fameux physicien
hollandais des transformations de Lorentz.
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(110) 

elle-même suit alors, par le principe d’équivalence, les lignes géodésiques de cet espace-
temps, c’est-à-dire les lignes “de plus court chemin” qui extrêmalisent l’intervalle ds2 (voir
la Sec. V). En particulier, la distribution globale de matière dans l’Univers détermine sa
géométrie globale, et le principe d’équivalence détermine localement ceux des référentiels qui
sont inertiels. On trouve que les référentiels localement inertiels sont fixes ou en mouvement
uniforme (et, en particulier, ne sont pas en rotation) par rapport à la distribution moyenne
de matière dans l’Univers, incluant les étoiles très nombreuses mais lointaines et aussi les
masses proches. Ce résultat est parfaitement en accord avec l’idée de base du principe de
Mach (Sec. II) et de ce point de vue on peut dire que la relativité générale est “machienne”.

Cependant, on remarque que les équations d’Einstein dans le vide, Rµ⌫ = 0 d’après (7.21),
sont moins restrictives que les conditions d’absence de champ gravitationnel qui s’écrivent
R�

· µ�⌫ = 0 (espace-temps minkowskien plat). Il peut donc a priori exister des champs de
gravitation même en l’absence de matière, dans un Univers vide. Ce fait est interprété par
certains comme l’indication que la relativité générale n’est pas complètement machienne.

E. Forme quasi-linéaire des équations d’Einstein

La relativité générale est une théorie non-linéaire. Physiquement, cela est dû au fait que
le champ de gravitation lui-même est source de champ de gravitation. Il possède en e↵et de
l’énergie, donc de la masse inertielle (par mi = E/c2), et donc par le principe d’équivalence
(mi = mg) peut ainsi graviter. En toute rigueur ceci est dû au fait que la relativité générale
satisfait au principe d’équivalence au sens fort, cf le PEF en Sec. IVF. C’est pourquoi il
est possible d’avoir des champs de gravitation qui sont eux-mêmes leur propre source, dans
un espace vide.

On peut voir plus précisément la non-linéarité de la théorie en posant

gµ⌫(x) = ⌘µ⌫ + hµ⌫(x) , (7.23)

où ⌘µ⌫ est la métrique de Minkowski (3.4) et où hµ⌫(x) est une certaine perturbation, non
nécessairement petite (on suppose en général que le référentiel {x} est cartésien). Il est
commode aussi d’introduire les variables auxiliaires

h
µ⌫

= hµ⌫
�

1

2
⌘µ⌫h , (7.24a)

h = ⌘⇢�h⇢� . (7.24b)

Alors on peut vérifier que les équations d’Einstein (7.19) admettent un développement non-
linéaire infini en puissance de h

µ⌫
et de ses dérivées (formellement). 22 Si l’on sépare les

termes linéaires en h
µ⌫

, on peut écrire les équations sous la forme

⇤h
µ⌫
� @µH

⌫
� @⌫H

µ
+ ⌘µ⌫@⇢H

⇢
= �

16⇡G

c4

⇥
T µ⌫ + tµ⌫(h)

⇤
, (7.25)

où ⇤ = ⌘⇢�@⇢@� = �c�2@2

t + � est l’opérateur des ondes habituel ou d’Alembertien, 23 et

H
µ

= @⇢h
µ⇢

. (7.26)

22 En e↵et les équations contiennent la métrique contravariante gµ⌫ inverse de (7.23) qui admet un
développement infini en h.

23 L’opérateur ⇤ fut introduit par d’Alembert dans son Traité de dynamique de 1743.
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qui apparâıt comme une loi de conservation dans le sens covariant, où T µ⌫ désigne le tenseur

énergie-impulsion des particules,
T µ⌫ = ⇢ uµu⌫ . (7.6)

C’est bien un tenseur
⇥

2

0

⇤
car ⇢ est un scalaire

⇥
0

0

⇤
et uµ un vecteur

⇥
1

0

⇤
. On admettra qu’un

champ de matière quelconque (fluide parfait, champ électromagnétique, etc) peut toujours
être décrit par un tenseur énergie-impulsion tel que (7.6), satisfaisant à la loi de conservation
covariante (7.5). Par exemple, le tenseur énergie impulsion du fluide parfait s’écrit

T µ⌫ =
" + p

c2
uµu⌫ + p gµ⌫ , (7.7)

où " est la densité d’énergie et p la pression du fluide parfait (" et p sont des scalaires). La
densité d’énergie est reliée à la densité de masse propre par " = ⇢ (c2 + ⇧) où ⇧ est l’énergie
interne du fluide satisfaisant la relation thermodynamique d⇧ = �p d(1/⇢).

B. Equations d’Einstein

On recherche les équations du champ de gravitation sous la forme d’équations tensorielles,
valables dans tous les référentiels (cf Sec. VI). Comme le champ de gravitation est décrit
par les dix composantes indépendantes du tenseur métrique gµ⌫ symétrique, il est naturel de
rechercher dix équations de champ sous la forme de l’égalité de deux tenseurs symétriques
de variance

⇥
0

2

⇤
ou

⇥
2

0

⇤
. La matière, source du champ de gravitation, est déjà décrite par un

tel tenseur, à savoir T µ⌫ [g] donné par (7.6) ou sa généralisation telle que (7.7) (notons que le
tenseur de la matière dépend lui-même de la métrique g⇢�). On est donc amené à postuler,
très naturellement, des équations de champ du type

Gµ⌫ [g, @g, @2g, · · · ] = � T µ⌫ [g] , (7.8)

où Gµ⌫ est un certain tenseur, fonctionnelle du champ g⇢� et de ses dérivées partielles (notées
@g, @2g, · · · ), et où � est une certaine constante de couplage. On voit tout de suite d’après
l’équation du mouvement de la matière (7.5) que le tenseur Gµ⌫ doit nécessairement être à
divergence covariante nulle. Supposons que le tenseur Gµ⌫ :

1. Satisfasse identiquement à la contrainte

r⌫G
µ⌫
⌘ 0 , (7.9)

2. Dépende de g⇢� et de ses dérivées partielles premières et secondes seulement,

Gµ⌫ = Gµ⌫ [g, @g, @2g] , (7.10)

3. Soit nul quand g⇢� = ⌘⇢�.

Alors l’expression de Gµ⌫ découle du théoreme suivant dû à Cartan (1922).

Théoreme. Le seul tenseur Gµ⌫
qui satisfait aux contraintes précédentes 1. à 3. est,

à une constante multiplicative près que l’on incorpore dans la constante de couplage �, le

tenseur d’Einstein donné par (6.36),

Gµ⌫ = Eµ⌫ . (7.11)
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VIII. TESTS CLASSIQUES

Les tests “classiques” sont des tests de la théorie dans le système solaire, où les champs
gravitationnels sont faibles et lentement variables. Historiquement, ces tests ont semblé
prouver par l’excellent accord quantitatif entre la théorie et l’observation que la relativité
générale est la bonne théorie. Cependant, la valeur qualitative des tests classiques doit être
un peu modérée par le fait que l’on sait maintenant que d’autres théories de la gravitation
que la relativité générale sont aussi en accord avec ces tests.

A. Approximation des champs faibles et lentement variables

Dans le système solaire, le champ de gravitation est uniformément “faible” car |hµ⌫ | '

2U/c2 . 10�6 avec la notation (7.24) et le résultat (7.17), 25 et les vitesses des planètes et
des petits corps sont “lentes” car |v/c| . 10�4. Le champ gravitationnel étant faible, on
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on néglige tous les termes non-linéaires qui sont au moins quadratiques en h, c’est-à-dire
tµ⌫(h) ' 0. D’autre part, les vitesses des planètes étant lentes, on peut négliger les retards
dus à la propagation des ondes gravitationnelles de la source jusqu’au point “champ” où
l’on e↵ectue le calcul, et remplacer le d’Alembertien ⇤ = � � c�2@2

t par le Laplacien �.
Cette dernière approximation revient à considérer la limite post-newtonienne, où c ! +1
formellement, car le terme de retard est d’ordre (v/c)2. Noter que l’approximation post-
newtonienne, pour laquelle les retards sont petits quand c ! +1, n’est valable que sur
un domaine petit par rapport à la longueur d’onde gravitationnelle � = cP (où P est une
période orbitale typique d’une planète, P ⇡ a/v avec a la taille de l’orbite).

On a donc, approximativement,

�h
µ⌫
' �

16⇡G

c4
T µ⌫ . (8.1)

Avec la distribution de matière (7.6) et les définitions (7.23)–(7.24) on résoud facilement ces
équations pour trouver la métrique

g00 ' �1 +
2U

c2
, (8.2a)

g0i ' 0 , (8.2b)

gij ' �ij

✓
1 +

2U
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◆
, (8.2c)

où U est le potentiel newtonien satisfaisant à �U = �4⇡G⇢, et où on a négligé tous les
termes qui sont d’ordre (v/c)4 dans g00 et gij, ainsi que g0i qui est d’ordre (v/c)3.

Dans un système de coordonnées {t, r, ✓, '} où r, ✓,' sont les coordonnées sphériques
associées aux coordonnées spatiales {x, y, z} ⌘ {x1, x2, x3

} utilisées dans (8.2), 26 la métrique

25 Il est clair que le rapport sans dimension 2U/c2 o↵re une mesure relativiste de l’intensité du champ
gravitationnel.

26 Le référentiel {t, r, ✓, '} est défini à partir du référentien cartésien par les formules usuelles x = r sin ✓ cos �,
y = r sin ✓ sin �, z = r cos ✓ comme en espace plat.

55

∆ ℎ"# ≃ $ %
&!
∆𝑈 𝑢"𝑢# ≃ $ %

&!
∆𝑈 '(

')

" '(
')

#



4

Chapter 1: Weak field approximation Section 1.1:  Approximations of the metric

VIII. TESTS CLASSIQUES

Les tests “classiques” sont des tests de la théorie dans le système solaire, où les champs
gravitationnels sont faibles et lentement variables. Historiquement, ces tests ont semblé
prouver par l’excellent accord quantitatif entre la théorie et l’observation que la relativité
générale est la bonne théorie. Cependant, la valeur qualitative des tests classiques doit être
un peu modérée par le fait que l’on sait maintenant que d’autres théories de la gravitation
que la relativité générale sont aussi en accord avec ces tests.

A. Approximation des champs faibles et lentement variables

Dans le système solaire, le champ de gravitation est uniformément “faible” car |hµ⌫ | '

2U/c2 . 10�6 avec la notation (7.24) et le résultat (7.17), 25 et les vitesses des planètes et
des petits corps sont “lentes” car |v/c| . 10�4. Le champ gravitationnel étant faible, on
peut utiliser les équations d’Einstein (7.31) dans la jauge harmonique (7.30), dans lesquelles
on néglige tous les termes non-linéaires qui sont au moins quadratiques en h, c’est-à-dire
tµ⌫(h) ' 0. D’autre part, les vitesses des planètes étant lentes, on peut négliger les retards
dus à la propagation des ondes gravitationnelles de la source jusqu’au point “champ” où
l’on e↵ectue le calcul, et remplacer le d’Alembertien ⇤ = � � c�2@2

t par le Laplacien �.
Cette dernière approximation revient à considérer la limite post-newtonienne, où c ! +1
formellement, car le terme de retard est d’ordre (v/c)2. Noter que l’approximation post-
newtonienne, pour laquelle les retards sont petits quand c ! +1, n’est valable que sur
un domaine petit par rapport à la longueur d’onde gravitationnelle � = cP (où P est une
période orbitale typique d’une planète, P ⇡ a/v avec a la taille de l’orbite).

On a donc, approximativement,

�h
µ⌫
' �

16⇡G

c4
T µ⌫ . (8.1)

Avec la distribution de matière (7.6) et les définitions (7.23)–(7.24) on résoud facilement ces
équations pour trouver la métrique

g00 ' �1 +
2U

c2
, (8.2a)

g0i ' 0 , (8.2b)

gij ' �ij

✓
1 +

2U

c2

◆
, (8.2c)

où U est le potentiel newtonien satisfaisant à �U = �4⇡G⇢, et où on a négligé tous les
termes qui sont d’ordre (v/c)4 dans g00 et gij, ainsi que g0i qui est d’ordre (v/c)3.

Dans un système de coordonnées {t, r, ✓, '} où r, ✓,' sont les coordonnées sphériques
associées aux coordonnées spatiales {x, y, z} ⌘ {x1, x2, x3

} utilisées dans (8.2), 26 la métrique

25 Il est clair que le rapport sans dimension 2U/c2 o↵re une mesure relativiste de l’intensité du champ
gravitationnel.

26 Le référentiel {t, r, ✓, '} est défini à partir du référentien cartésien par les formules usuelles x = r sin ✓ cos �,
y = r sin ✓ sin �, z = r cos ✓ comme en espace plat.
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FIG. 18: Coordonnées sphériques {r, ✓,'}.

s’écrit

g00 ' �1 +
2U

c2
(8.3a)

grr ' 1 +
2U

c2
, (8.3b)

g✓✓ '

✓
1 +

2U

c2

◆
r2 , (8.3c)

g'' '

✓
1 +

2U

c2

◆
r2 sin2 ✓ , (8.3d)

les autres composantes étant zéro. Le potentiel est celui du Soleil (supposé à symétrie
sphérique) donc

U =
GM�

r
, (8.4)

avec M� = 2 1030 kg. Ce potentiel est valable à l’extérieur du rayon du Soleil R� = 7 108 m.
Ayant la métrique (8.2)–(8.3) le mouvement d’un photon ou d’une planète (supposée

ponctuelle — sans structure interne) s’obtiendra en résolvant les équations du mouvement de
chute libre dans le champ gravitationnel du Soleil, c’est-à-dire les équations des géodésiques
que l’on écrit sous leur forme lagrangienne (5.20),

d

dp

✓
g�µ

dxµ

dp

◆
=

1

2
@�gµ⌫

dxµ

dp

dx⌫

dp
, (8.5)

où p est un paramètre a�ne le long de la trajectoire du corps. Dans le cas d’un photon ce
paramètre ne peut pas être le temps propre car celui-ci est nul pour des photons: e = 0
dans (5.23). Dans tous les cas p est un paramètre pour lequel le mouvement est rectiligne
et uniforme dans un référentiel localement inertiel, et qui sera éliminé des équations finales
du mouvement.

B. Déviation de la lumière par le Soleil

Le plus célèbre des “tests classiques” est celui de la déviation de la lumière en provenance
d’une source lointaine (un quasar dans les mesures récentes) par le champ de gravitation

56

Springer Nature 2021 LATEX template

CONTENTS 29

2.1.7 The post-Newtonian approximation of general relativity and

gauge invariance

First, let us recall that the metric of general relativity at the Newtonian level, for

a reference frame that is not kinematically rotating with respect to distant celestial

bodies,13 reads

g00 = �1 +
2U

c2
+O(c�3), (44)

g0i = O(c�2), (45)

gij = �ij +O(c�1), (46)

such that one indeed has

ds
2 = �

✓
1�

2U

c2

◆
c
2
dt

2 + dx
2 + dy

2 + dz
2
, (47)

at leading order. The truncation between leading and next-to-leading orders in Eqs.

(44-46) are made with respect to the equation of motion that derives from the

Lagrangian of motion Eq. (18). Indeed, the Lagrangian of motion with Eqs. (44-46)

reads

L / 1 +
1

c2

✓
v
2

2
� U

◆
+O(c�3). (48)

One can show that there exists a set of coordinate systems in general relativity that

are such that, at next-to-leading order, the metric reads (Damour et al., 1991)

g00 = �1 +
2w

c2
�

2w2

c4
+O(c�5), (49)

g0i = �
4wi

c3
O(c�4), (50)

13Beyond rotating coordinate systems, it’s noteworthy that one could also define and utilize coordinate systems with
shear, instead of pseudo-cartesian coordinate systems. However, such systems are rarely used because they would notably
complicate the calculations, and likely also hinder understanding.
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VIII. TESTS CLASSIQUES

Les tests “classiques” sont des tests de la théorie dans le système solaire, où les champs
gravitationnels sont faibles et lentement variables. Historiquement, ces tests ont semblé
prouver par l’excellent accord quantitatif entre la théorie et l’observation que la relativité
générale est la bonne théorie. Cependant, la valeur qualitative des tests classiques doit être
un peu modérée par le fait que l’on sait maintenant que d’autres théories de la gravitation
que la relativité générale sont aussi en accord avec ces tests.

A. Approximation des champs faibles et lentement variables

Dans le système solaire, le champ de gravitation est uniformément “faible” car |hµ⌫ | '

2U/c2 . 10�6 avec la notation (7.24) et le résultat (7.17), 25 et les vitesses des planètes et
des petits corps sont “lentes” car |v/c| . 10�4. Le champ gravitationnel étant faible, on
peut utiliser les équations d’Einstein (7.31) dans la jauge harmonique (7.30), dans lesquelles
on néglige tous les termes non-linéaires qui sont au moins quadratiques en h, c’est-à-dire
tµ⌫(h) ' 0. D’autre part, les vitesses des planètes étant lentes, on peut négliger les retards
dus à la propagation des ondes gravitationnelles de la source jusqu’au point “champ” où
l’on e↵ectue le calcul, et remplacer le d’Alembertien ⇤ = � � c�2@2

t par le Laplacien �.
Cette dernière approximation revient à considérer la limite post-newtonienne, où c ! +1
formellement, car le terme de retard est d’ordre (v/c)2. Noter que l’approximation post-
newtonienne, pour laquelle les retards sont petits quand c ! +1, n’est valable que sur
un domaine petit par rapport à la longueur d’onde gravitationnelle � = cP (où P est une
période orbitale typique d’une planète, P ⇡ a/v avec a la taille de l’orbite).

On a donc, approximativement,

�h
µ⌫
' �

16⇡G

c4
T µ⌫ . (8.1)

Avec la distribution de matière (7.6) et les définitions (7.23)–(7.24) on résoud facilement ces
équations pour trouver la métrique

g00 ' �1 +
2U

c2
, (8.2a)

g0i ' 0 , (8.2b)

gij ' �ij

✓
1 +

2U

c2

◆
, (8.2c)

où U est le potentiel newtonien satisfaisant à �U = �4⇡G⇢, et où on a négligé tous les
termes qui sont d’ordre (v/c)4 dans g00 et gij, ainsi que g0i qui est d’ordre (v/c)3.

Dans un système de coordonnées {t, r, ✓, '} où r, ✓,' sont les coordonnées sphériques
associées aux coordonnées spatiales {x, y, z} ⌘ {x1, x2, x3

} utilisées dans (8.2), 26 la métrique

25 Il est clair que le rapport sans dimension 2U/c2 o↵re une mesure relativiste de l’intensité du champ
gravitationnel.

26 Le référentiel {t, r, ✓, '} est défini à partir du référentien cartésien par les formules usuelles x = r sin ✓ cos �,
y = r sin ✓ sin �, z = r cos ✓ comme en espace plat.
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VIII. TESTS CLASSIQUES

Les tests “classiques” sont des tests de la théorie dans le système solaire, où les champs
gravitationnels sont faibles et lentement variables. Historiquement, ces tests ont semblé
prouver par l’excellent accord quantitatif entre la théorie et l’observation que la relativité
générale est la bonne théorie. Cependant, la valeur qualitative des tests classiques doit être
un peu modérée par le fait que l’on sait maintenant que d’autres théories de la gravitation
que la relativité générale sont aussi en accord avec ces tests.

A. Approximation des champs faibles et lentement variables

Dans le système solaire, le champ de gravitation est uniformément “faible” car |hµ⌫ | '

2U/c2 . 10�6 avec la notation (7.24) et le résultat (7.17), 25 et les vitesses des planètes et
des petits corps sont “lentes” car |v/c| . 10�4. Le champ gravitationnel étant faible, on
peut utiliser les équations d’Einstein (7.31) dans la jauge harmonique (7.30), dans lesquelles
on néglige tous les termes non-linéaires qui sont au moins quadratiques en h, c’est-à-dire
tµ⌫(h) ' 0. D’autre part, les vitesses des planètes étant lentes, on peut négliger les retards
dus à la propagation des ondes gravitationnelles de la source jusqu’au point “champ” où
l’on e↵ectue le calcul, et remplacer le d’Alembertien ⇤ = � � c�2@2

t par le Laplacien �.
Cette dernière approximation revient à considérer la limite post-newtonienne, où c ! +1
formellement, car le terme de retard est d’ordre (v/c)2. Noter que l’approximation post-
newtonienne, pour laquelle les retards sont petits quand c ! +1, n’est valable que sur
un domaine petit par rapport à la longueur d’onde gravitationnelle � = cP (où P est une
période orbitale typique d’une planète, P ⇡ a/v avec a la taille de l’orbite).

On a donc, approximativement,

�h
µ⌫
' �

16⇡G

c4
T µ⌫ . (8.1)

Avec la distribution de matière (7.6) et les définitions (7.23)–(7.24) on résoud facilement ces
équations pour trouver la métrique

g00 ' �1 +
2U

c2
, (8.2a)

g0i ' 0 , (8.2b)

gij ' �ij

✓
1 +

2U

c2

◆
, (8.2c)

où U est le potentiel newtonien satisfaisant à �U = �4⇡G⇢, et où on a négligé tous les
termes qui sont d’ordre (v/c)4 dans g00 et gij, ainsi que g0i qui est d’ordre (v/c)3.

Dans un système de coordonnées {t, r, ✓, '} où r, ✓,' sont les coordonnées sphériques
associées aux coordonnées spatiales {x, y, z} ⌘ {x1, x2, x3

} utilisées dans (8.2), 26 la métrique

25 Il est clair que le rapport sans dimension 2U/c2 o↵re une mesure relativiste de l’intensité du champ
gravitationnel.

26 Le référentiel {t, r, ✓, '} est défini à partir du référentien cartésien par les formules usuelles x = r sin ✓ cos �,
y = r sin ✓ sin �, z = r cos ✓ comme en espace plat.
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elle-même suit alors, par le principe d’équivalence, les lignes géodésiques de cet espace-
temps, c’est-à-dire les lignes “de plus court chemin” qui extrêmalisent l’intervalle ds2 (voir
la Sec. V). En particulier, la distribution globale de matière dans l’Univers détermine sa
géométrie globale, et le principe d’équivalence détermine localement ceux des référentiels qui
sont inertiels. On trouve que les référentiels localement inertiels sont fixes ou en mouvement
uniforme (et, en particulier, ne sont pas en rotation) par rapport à la distribution moyenne
de matière dans l’Univers, incluant les étoiles très nombreuses mais lointaines et aussi les
masses proches. Ce résultat est parfaitement en accord avec l’idée de base du principe de
Mach (Sec. II) et de ce point de vue on peut dire que la relativité générale est “machienne”.

Cependant, on remarque que les équations d’Einstein dans le vide, Rµ⌫ = 0 d’après (7.21),
sont moins restrictives que les conditions d’absence de champ gravitationnel qui s’écrivent
R�

· µ�⌫ = 0 (espace-temps minkowskien plat). Il peut donc a priori exister des champs de
gravitation même en l’absence de matière, dans un Univers vide. Ce fait est interprété par
certains comme l’indication que la relativité générale n’est pas complètement machienne.

E. Forme quasi-linéaire des équations d’Einstein

La relativité générale est une théorie non-linéaire. Physiquement, cela est dû au fait que
le champ de gravitation lui-même est source de champ de gravitation. Il possède en e↵et de
l’énergie, donc de la masse inertielle (par mi = E/c2), et donc par le principe d’équivalence
(mi = mg) peut ainsi graviter. En toute rigueur ceci est dû au fait que la relativité générale
satisfait au principe d’équivalence au sens fort, cf le PEF en Sec. IVF. C’est pourquoi il
est possible d’avoir des champs de gravitation qui sont eux-mêmes leur propre source, dans
un espace vide.

On peut voir plus précisément la non-linéarité de la théorie en posant

gµ⌫(x) = ⌘µ⌫ + hµ⌫(x) , (7.23)

où ⌘µ⌫ est la métrique de Minkowski (3.4) et où hµ⌫(x) est une certaine perturbation, non
nécessairement petite (on suppose en général que le référentiel {x} est cartésien). Il est
commode aussi d’introduire les variables auxiliaires

h
µ⌫

= hµ⌫
�

1

2
⌘µ⌫h , (7.24a)

h = ⌘⇢�h⇢� . (7.24b)

Alors on peut vérifier que les équations d’Einstein (7.19) admettent un développement non-
linéaire infini en puissance de h

µ⌫
et de ses dérivées (formellement). 22 Si l’on sépare les

termes linéaires en h
µ⌫

, on peut écrire les équations sous la forme

⇤h
µ⌫
� @µH

⌫
� @⌫H

µ
+ ⌘µ⌫@⇢H

⇢
= �

16⇡G

c4

⇥
T µ⌫ + tµ⌫(h)

⇤
, (7.25)

où ⇤ = ⌘⇢�@⇢@� = �c�2@2

t + � est l’opérateur des ondes habituel ou d’Alembertien, 23 et

H
µ

= @⇢h
µ⇢

. (7.26)

22 En e↵et les équations contiennent la métrique contravariante gµ⌫ inverse de (7.23) qui admet un
développement infini en h.

23 L’opérateur ⇤ fut introduit par d’Alembert dans son Traité de dynamique de 1743.
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where U is the newtonian potential and all terms in              
are neglected.

In the solar system,                       where 𝑀⊙ is the 
(gravitationnal) mass of the sun.   

VIII. TESTS CLASSIQUES

Les tests “classiques” sont des tests de la théorie dans le système solaire, où les champs
gravitationnels sont faibles et lentement variables. Historiquement, ces tests ont semblé
prouver par l’excellent accord quantitatif entre la théorie et l’observation que la relativité
générale est la bonne théorie. Cependant, la valeur qualitative des tests classiques doit être
un peu modérée par le fait que l’on sait maintenant que d’autres théories de la gravitation
que la relativité générale sont aussi en accord avec ces tests.

A. Approximation des champs faibles et lentement variables

Dans le système solaire, le champ de gravitation est uniformément “faible” car |hµ⌫ | '

2U/c2 . 10�6 avec la notation (7.24) et le résultat (7.17), 25 et les vitesses des planètes et
des petits corps sont “lentes” car |v/c| . 10�4. Le champ gravitationnel étant faible, on
peut utiliser les équations d’Einstein (7.31) dans la jauge harmonique (7.30), dans lesquelles
on néglige tous les termes non-linéaires qui sont au moins quadratiques en h, c’est-à-dire
tµ⌫(h) ' 0. D’autre part, les vitesses des planètes étant lentes, on peut négliger les retards
dus à la propagation des ondes gravitationnelles de la source jusqu’au point “champ” où
l’on e↵ectue le calcul, et remplacer le d’Alembertien ⇤ = � � c�2@2

t par le Laplacien �.
Cette dernière approximation revient à considérer la limite post-newtonienne, où c ! +1
formellement, car le terme de retard est d’ordre (v/c)2. Noter que l’approximation post-
newtonienne, pour laquelle les retards sont petits quand c ! +1, n’est valable que sur
un domaine petit par rapport à la longueur d’onde gravitationnelle � = cP (où P est une
période orbitale typique d’une planète, P ⇡ a/v avec a la taille de l’orbite).

On a donc, approximativement,

�h
µ⌫
' �

16⇡G

c4
T µ⌫ . (8.1)

Avec la distribution de matière (7.6) et les définitions (7.23)–(7.24) on résoud facilement ces
équations pour trouver la métrique

g00 ' �1 +
2U

c2
, (8.2a)

g0i ' 0 , (8.2b)

gij ' �ij

✓
1 +

2U

c2

◆
, (8.2c)

où U est le potentiel newtonien satisfaisant à �U = �4⇡G⇢, et où on a négligé tous les
termes qui sont d’ordre (v/c)4 dans g00 et gij, ainsi que g0i qui est d’ordre (v/c)3.

Dans un système de coordonnées {t, r, ✓, '} où r, ✓,' sont les coordonnées sphériques
associées aux coordonnées spatiales {x, y, z} ⌘ {x1, x2, x3

} utilisées dans (8.2), 26 la métrique

25 Il est clair que le rapport sans dimension 2U/c2 o↵re une mesure relativiste de l’intensité du champ
gravitationnel.

26 Le référentiel {t, r, ✓, '} est défini à partir du référentien cartésien par les formules usuelles x = r sin ✓ cos �,
y = r sin ✓ sin �, z = r cos ✓ comme en espace plat.
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Chapter 1: Weak field approximation Section 1.2:  deviation of light

In the solar system,  solving the equations of motion of the light is equivalent to study the photon free motion in the 
gravity field of the Sun. We will then look for solving the geodesic of photon in the Sun gravity field.
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FIG. 18: Coordonnées sphériques {r, ✓,'}.

s’écrit

g00 ' �1 +
2U

c2
(8.3a)

grr ' 1 +
2U

c2
, (8.3b)

g✓✓ '

✓
1 +

2U

c2

◆
r2 , (8.3c)

g'' '

✓
1 +

2U

c2

◆
r2 sin2 ✓ , (8.3d)

les autres composantes étant zéro. Le potentiel est celui du Soleil (supposé à symétrie
sphérique) donc

U =
GM�

r
, (8.4)

avec M� = 2 1030 kg. Ce potentiel est valable à l’extérieur du rayon du Soleil R� = 7 108 m.
Ayant la métrique (8.2)–(8.3) le mouvement d’un photon ou d’une planète (supposée

ponctuelle — sans structure interne) s’obtiendra en résolvant les équations du mouvement de
chute libre dans le champ gravitationnel du Soleil, c’est-à-dire les équations des géodésiques
que l’on écrit sous leur forme lagrangienne (5.20),

d

dp

✓
g�µ

dxµ

dp

◆
=

1

2
@�gµ⌫

dxµ

dp

dx⌫

dp
, (8.5)

où p est un paramètre a�ne le long de la trajectoire du corps. Dans le cas d’un photon ce
paramètre ne peut pas être le temps propre car celui-ci est nul pour des photons: e = 0
dans (5.23). Dans tous les cas p est un paramètre pour lequel le mouvement est rectiligne
et uniforme dans un référentiel localement inertiel, et qui sera éliminé des équations finales
du mouvement.

B. Déviation de la lumière par le Soleil

Le plus célèbre des “tests classiques” est celui de la déviation de la lumière en provenance
d’une source lointaine (un quasar dans les mesures récentes) par le champ de gravitation
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(112) 

In the case of the photon, we know that p cannot be the proper time because in this case 𝜏 = 𝑠 = 0 . 
In any case, p  is just an intermediate parameter that will disappear at the end.

We consider to use the spherical coordinates {𝑡, 𝑟, 𝜃, 𝜑, 𝜓} instead of {t,x1,x2,x3}
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FIG. 18: Coordonnées sphériques {r, ✓,'}.

s’écrit
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2U

c2
(8.3a)

grr ' 1 +
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, (8.3b)

g✓✓ '

✓
1 +

2U

c2

◆
r2 , (8.3c)

g'' '

✓
1 +

2U

c2

◆
r2 sin2 ✓ , (8.3d)

les autres composantes étant zéro. Le potentiel est celui du Soleil (supposé à symétrie
sphérique) donc

U =
GM�

r
, (8.4)

avec M� = 2 1030 kg. Ce potentiel est valable à l’extérieur du rayon du Soleil R� = 7 108 m.
Ayant la métrique (8.2)–(8.3) le mouvement d’un photon ou d’une planète (supposée

ponctuelle — sans structure interne) s’obtiendra en résolvant les équations du mouvement de
chute libre dans le champ gravitationnel du Soleil, c’est-à-dire les équations des géodésiques
que l’on écrit sous leur forme lagrangienne (5.20),

d

dp

✓
g�µ

dxµ

dp

◆
=

1

2
@�gµ⌫

dxµ

dp

dx⌫

dp
, (8.5)

où p est un paramètre a�ne le long de la trajectoire du corps. Dans le cas d’un photon ce
paramètre ne peut pas être le temps propre car celui-ci est nul pour des photons: e = 0
dans (5.23). Dans tous les cas p est un paramètre pour lequel le mouvement est rectiligne
et uniforme dans un référentiel localement inertiel, et qui sera éliminé des équations finales
du mouvement.

B. Déviation de la lumière par le Soleil

Le plus célèbre des “tests classiques” est celui de la déviation de la lumière en provenance
d’une source lointaine (un quasar dans les mesures récentes) par le champ de gravitation

56

VIII. TESTS CLASSIQUES

Les tests “classiques” sont des tests de la théorie dans le système solaire, où les champs
gravitationnels sont faibles et lentement variables. Historiquement, ces tests ont semblé
prouver par l’excellent accord quantitatif entre la théorie et l’observation que la relativité
générale est la bonne théorie. Cependant, la valeur qualitative des tests classiques doit être
un peu modérée par le fait que l’on sait maintenant que d’autres théories de la gravitation
que la relativité générale sont aussi en accord avec ces tests.

A. Approximation des champs faibles et lentement variables

Dans le système solaire, le champ de gravitation est uniformément “faible” car |hµ⌫ | '

2U/c2 . 10�6 avec la notation (7.24) et le résultat (7.17), 25 et les vitesses des planètes et
des petits corps sont “lentes” car |v/c| . 10�4. Le champ gravitationnel étant faible, on
peut utiliser les équations d’Einstein (7.31) dans la jauge harmonique (7.30), dans lesquelles
on néglige tous les termes non-linéaires qui sont au moins quadratiques en h, c’est-à-dire
tµ⌫(h) ' 0. D’autre part, les vitesses des planètes étant lentes, on peut négliger les retards
dus à la propagation des ondes gravitationnelles de la source jusqu’au point “champ” où
l’on e↵ectue le calcul, et remplacer le d’Alembertien ⇤ = � � c�2@2

t par le Laplacien �.
Cette dernière approximation revient à considérer la limite post-newtonienne, où c ! +1
formellement, car le terme de retard est d’ordre (v/c)2. Noter que l’approximation post-
newtonienne, pour laquelle les retards sont petits quand c ! +1, n’est valable que sur
un domaine petit par rapport à la longueur d’onde gravitationnelle � = cP (où P est une
période orbitale typique d’une planète, P ⇡ a/v avec a la taille de l’orbite).

On a donc, approximativement,

�h
µ⌫
' �

16⇡G

c4
T µ⌫ . (8.1)

Avec la distribution de matière (7.6) et les définitions (7.23)–(7.24) on résoud facilement ces
équations pour trouver la métrique

g00 ' �1 +
2U

c2
, (8.2a)

g0i ' 0 , (8.2b)

gij ' �ij

✓
1 +

2U

c2

◆
, (8.2c)

où U est le potentiel newtonien satisfaisant à �U = �4⇡G⇢, et où on a négligé tous les
termes qui sont d’ordre (v/c)4 dans g00 et gij, ainsi que g0i qui est d’ordre (v/c)3.

Dans un système de coordonnées {t, r, ✓, '} où r, ✓,' sont les coordonnées sphériques
associées aux coordonnées spatiales {x, y, z} ⌘ {x1, x2, x3

} utilisées dans (8.2), 26 la métrique

25 Il est clair que le rapport sans dimension 2U/c2 o↵re une mesure relativiste de l’intensité du champ
gravitationnel.

26 Le référentiel {t, r, ✓, '} est défini à partir du référentien cartésien par les formules usuelles x = r sin ✓ cos �,
y = r sin ✓ sin �, z = r cos ✓ comme en espace plat.
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FIG. 18: Coordonnées sphériques {r, ✓,'}.

s’écrit

g00 ' �1 +
2U

c2
(8.3a)

grr ' 1 +
2U

c2
, (8.3b)

g✓✓ '

✓
1 +

2U

c2

◆
r2 , (8.3c)

g'' '

✓
1 +

2U

c2

◆
r2 sin2 ✓ , (8.3d)

les autres composantes étant zéro. Le potentiel est celui du Soleil (supposé à symétrie
sphérique) donc

U =
GM�

r
, (8.4)

avec M� = 2 1030 kg. Ce potentiel est valable à l’extérieur du rayon du Soleil R� = 7 108 m.
Ayant la métrique (8.2)–(8.3) le mouvement d’un photon ou d’une planète (supposée

ponctuelle — sans structure interne) s’obtiendra en résolvant les équations du mouvement de
chute libre dans le champ gravitationnel du Soleil, c’est-à-dire les équations des géodésiques
que l’on écrit sous leur forme lagrangienne (5.20),

d

dp

✓
g�µ

dxµ

dp

◆
=

1

2
@�gµ⌫

dxµ

dp

dx⌫

dp
, (8.5)

où p est un paramètre a�ne le long de la trajectoire du corps. Dans le cas d’un photon ce
paramètre ne peut pas être le temps propre car celui-ci est nul pour des photons: e = 0
dans (5.23). Dans tous les cas p est un paramètre pour lequel le mouvement est rectiligne
et uniforme dans un référentiel localement inertiel, et qui sera éliminé des équations finales
du mouvement.

B. Déviation de la lumière par le Soleil

Le plus célèbre des “tests classiques” est celui de la déviation de la lumière en provenance
d’une source lointaine (un quasar dans les mesures récentes) par le champ de gravitation
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“appartenant” au référentiel {xµ
} (le tenseur métrique gµ⌫), sans référence à un référentiel

localement inertiel intermédiaire. Cette équation s’appelle équation des géodésiques.

Exercice. En utilisant l’expression (5.19) du symbole de Christo↵el dans l’équation (5.8)
prouver qu’une forme équivalente de l’équation des géodésiques est

d

dp

✓
gµ⌫

dx⌫

dp

◆
=

1

2
@µg⌫⇢

dx⌫

dp

dx⇢

dp
. (5.20)

L’équation précédente est intéressante car elle se réécrit sous forme d’une équation de
Lagrange, dans laquelle le paramètre a�ne p joue le rôle du temps,

d

dp

✓
@L

@(dxµ/dp)

◆
=

@L

@xµ
, (5.21)

où L est ce qu’on appelle le lagrangien géodésique donné par

L

✓
x,

dx

dp

◆
=

1

2
gµ⌫ (x)

dxµ

dp

dx⌫

dp
=

1

2

✓
ds

dp

◆2

. (5.22)

Comme on a pu réécrire L à l’aide de l’intervalle, on voit que les trajectoires solutions de
l’équation des géodésiques sont bien les lignes géodésiques de l’espace-temps, c’est-à-dire les
lignes extrêmalisant la distance carrée entre les événements au sens de l’intervalle ds2. On
peut en fait montrer que les géodésiques extrêmalisent aussi la distance ds =

p
±ds2.

Notons que l’on a pas besoin de connâıtre les symboles de Christo↵el (5.19) pour écrire
les équations des géodésiques sous la forme (5.20). Les équations (5.20) sont en général plus
faciles à utiliser que les équations (5.8). Au contraire, les équations (5.20) permettent de
calculer très simplement les Christo↵els �⇢

µ⌫ par comparaison avec (5.8); nous verrons en
Sec. XI C un exemple pratique de calcul des �⇢

µ⌫ grâce à l’équation des géodésiques.

Exercice. Prouver qu’une intégrale première de l’équation des géodésiques (5.20) est

1

2
gµ⌫(x)

dxµ

dp

dx⌫

dp
= e , (5.23)

où e est une constante le long de la trajectoire de la particule. On vérifira directement que

de/dp = 0 est conséquence de l’équation (5.20).

Une autre façon d’obtenir (5.23) est de remarquer que le membre de gauche de (5.23)
est en fait égal à l’“énergie” associée au lagrangien L, qui est donc constante le long des
trajectoires. En e↵et, définissons le moment conjugué

⇡µ =
@L

@(dxµ/dp)
= gµ⌫

dx⌫

dp
. (5.24)

Alors le hamiltonien s’écrit par la transformation de Legendre

H = ⇡µ
dxµ

dp
� L . (5.25)

37gij does not dependent on 𝜑 and t.

(113) 
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Chapter 1: Weak field approximation Section 1.2 :  deviation of light

We write Eq. (112) for each of the coordinates {𝑡, 𝑟, 𝜃, 𝜑, 𝜓} but we note that the metric does not dependent on 𝜑 and t.

à 𝜑 and t are ignorable meaning that in the case of 𝜆 being ignorable 

du Soleil. La prédiction théorique s’obtient en intégrant l’équation des géodésiques (8.5)
avec e = 0 dans l’intégrale première (5.23) qui exprime la constance de la norme de la
quadri-vitesse le long de la trajectoire.

On écrit les équations (8.5) successivement pour x� = t, r, ✓, ' (dans les coordonnées
sphériques centrées sur le Soleil) en se rappelant que l’une des équations peut être remplacée
par l’équation (5.23). Il est avantageux de remplacer l’équation radiale pour r, qui est la
plus compliquée, par l’intégrale première (5.23). D’autre part on se rappelle aussi que si les
gµ⌫ ne dépendent pas de l’une des coordonnées x� — qui est dite dans ce cas ignorable —
on a immédiatement l’intégrale première ⇡� = g�µdxµ/dp = const (voir Sec. VD).

1. Equation pour ✓:

d

dp

⇢✓
1 +

2U

c2

◆
r2

d✓

dp

�
=

✓
1 +

2U

c2

◆
r2 sin ✓ cos ✓

✓
d'

dp

◆2

, (8.6)

qui a pour solution

✓ =
⇡

2
. (8.7)

La trajectoire est plane et on la choisit (après éventuellement une rotation du système
d’axes) dans le plan équatorial du Soleil.

2. Equation pour t. Comme t est ignorable on a
✓
�1 +

2U

c2

◆
dt

dp
= const . (8.8)

3. Equation pour '. Comme ' est ignorable on a
✓

1 +
2U

c2

◆
r2 sin2 ✓

d'

dp
= const . (8.9)

4. Intégrale de l’énergie avec e = 0:
✓

1 +
2U

c2

◆ h
dr2 + r2(d✓2 + sin2 ✓d'2)

i
=

✓
1�

2U

c2

◆
c2dt2 . (8.10)

On déduit du rapport entre (8.9) et (8.8) la loi de conservation du moment cinétique (au
premier ordre en U/c2),

r2
d'

dt
= b

✓
1 +

4U

c2

◆
, (8.11)

où b est une constante qui sera interprétée comme le paramètre d’impact de la trajectoire.
Remplaçant dans l’Eq. (8.10) on obtient l’équation de la trajectoire r(') du photon au
premier ordre en U/c2 sous la forme 27


d

d'

✓
b

r

◆�2

+

✓
b

r

◆2

= 1 +
4U

c2
. (8.12)

27 La variable u = 1/r, très utile en mécanique céleste, s’appelle parfois variable de Binet.
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• Equation in t:

du Soleil. La prédiction théorique s’obtient en intégrant l’équation des géodésiques (8.5)
avec e = 0 dans l’intégrale première (5.23) qui exprime la constance de la norme de la
quadri-vitesse le long de la trajectoire.

On écrit les équations (8.5) successivement pour x� = t, r, ✓, ' (dans les coordonnées
sphériques centrées sur le Soleil) en se rappelant que l’une des équations peut être remplacée
par l’équation (5.23). Il est avantageux de remplacer l’équation radiale pour r, qui est la
plus compliquée, par l’intégrale première (5.23). D’autre part on se rappelle aussi que si les
gµ⌫ ne dépendent pas de l’une des coordonnées x� — qui est dite dans ce cas ignorable —
on a immédiatement l’intégrale première ⇡� = g�µdxµ/dp = const (voir Sec. VD).

1. Equation pour ✓:

d

dp

⇢✓
1 +

2U

c2

◆
r2

d✓

dp

�
=

✓
1 +

2U

c2

◆
r2 sin ✓ cos ✓

✓
d'

dp

◆2

, (8.6)

qui a pour solution

✓ =
⇡

2
. (8.7)

La trajectoire est plane et on la choisit (après éventuellement une rotation du système
d’axes) dans le plan équatorial du Soleil.

2. Equation pour t. Comme t est ignorable on a
✓
�1 +

2U

c2

◆
dt

dp
= const . (8.8)

3. Equation pour '. Comme ' est ignorable on a
✓

1 +
2U

c2

◆
r2 sin2 ✓

d'

dp
= const . (8.9)

4. Intégrale de l’énergie avec e = 0:
✓

1 +
2U

c2

◆ h
dr2 + r2(d✓2 + sin2 ✓d'2)

i
=

✓
1�

2U

c2

◆
c2dt2 . (8.10)

On déduit du rapport entre (8.9) et (8.8) la loi de conservation du moment cinétique (au
premier ordre en U/c2),

r2
d'

dt
= b

✓
1 +

4U

c2

◆
, (8.11)

où b est une constante qui sera interprétée comme le paramètre d’impact de la trajectoire.
Remplaçant dans l’Eq. (8.10) on obtient l’équation de la trajectoire r(') du photon au
premier ordre en U/c2 sous la forme 27


d

d'

✓
b

r

◆�2

+

✓
b

r

◆2

= 1 +
4U

c2
. (8.12)

27 La variable u = 1/r, très utile en mécanique céleste, s’appelle parfois variable de Binet.
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• Equation in 𝜑 :

• Equation in 𝜃 :

du Soleil. La prédiction théorique s’obtient en intégrant l’équation des géodésiques (8.5)
avec e = 0 dans l’intégrale première (5.23) qui exprime la constance de la norme de la
quadri-vitesse le long de la trajectoire.

On écrit les équations (8.5) successivement pour x� = t, r, ✓, ' (dans les coordonnées
sphériques centrées sur le Soleil) en se rappelant que l’une des équations peut être remplacée
par l’équation (5.23). Il est avantageux de remplacer l’équation radiale pour r, qui est la
plus compliquée, par l’intégrale première (5.23). D’autre part on se rappelle aussi que si les
gµ⌫ ne dépendent pas de l’une des coordonnées x� — qui est dite dans ce cas ignorable —
on a immédiatement l’intégrale première ⇡� = g�µdxµ/dp = const (voir Sec. VD).

1. Equation pour ✓:

d

dp

⇢✓
1 +

2U

c2

◆
r2

d✓

dp

�
=

✓
1 +

2U

c2

◆
r2 sin ✓ cos ✓

✓
d'

dp

◆2

, (8.6)

qui a pour solution

✓ =
⇡

2
. (8.7)

La trajectoire est plane et on la choisit (après éventuellement une rotation du système
d’axes) dans le plan équatorial du Soleil.

2. Equation pour t. Comme t est ignorable on a
✓
�1 +

2U

c2

◆
dt

dp
= const . (8.8)

3. Equation pour '. Comme ' est ignorable on a
✓

1 +
2U

c2

◆
r2 sin2 ✓

d'

dp
= const . (8.9)

4. Intégrale de l’énergie avec e = 0:
✓

1 +
2U

c2

◆ h
dr2 + r2(d✓2 + sin2 ✓d'2)

i
=

✓
1�

2U

c2

◆
c2dt2 . (8.10)

On déduit du rapport entre (8.9) et (8.8) la loi de conservation du moment cinétique (au
premier ordre en U/c2),

r2
d'

dt
= b

✓
1 +

4U

c2

◆
, (8.11)

où b est une constante qui sera interprétée comme le paramètre d’impact de la trajectoire.
Remplaçant dans l’Eq. (8.10) on obtient l’équation de la trajectoire r(') du photon au
premier ordre en U/c2 sous la forme 27


d

d'

✓
b

r

◆�2

+

✓
b

r

◆2

= 1 +
4U

c2
. (8.12)

27 La variable u = 1/r, très utile en mécanique céleste, s’appelle parfois variable de Binet.
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du Soleil. La prédiction théorique s’obtient en intégrant l’équation des géodésiques (8.5)
avec e = 0 dans l’intégrale première (5.23) qui exprime la constance de la norme de la
quadri-vitesse le long de la trajectoire.

On écrit les équations (8.5) successivement pour x� = t, r, ✓, ' (dans les coordonnées
sphériques centrées sur le Soleil) en se rappelant que l’une des équations peut être remplacée
par l’équation (5.23). Il est avantageux de remplacer l’équation radiale pour r, qui est la
plus compliquée, par l’intégrale première (5.23). D’autre part on se rappelle aussi que si les
gµ⌫ ne dépendent pas de l’une des coordonnées x� — qui est dite dans ce cas ignorable —
on a immédiatement l’intégrale première ⇡� = g�µdxµ/dp = const (voir Sec. V D).

1. Equation pour ✓:

d

dp

⇢✓
1 +

2U

c2

◆
r2

d✓

dp

�
=

✓
1 +

2U

c2

◆
r2 sin ✓ cos ✓

✓
d'

dp

◆2

, (8.6)

qui a pour solution

✓ =
⇡

2
. (8.7)

La trajectoire est plane et on la choisit (après éventuellement une rotation du système
d’axes) dans le plan équatorial du Soleil.

2. Equation pour t. Comme t est ignorable on a
✓
�1 +

2U

c2

◆
dt

dp
= const . (8.8)

3. Equation pour '. Comme ' est ignorable on a
✓

1 +
2U

c2

◆
r2 sin2 ✓

d'

dp
= const . (8.9)

4. Intégrale de l’énergie avec e = 0:
✓

1 +
2U

c2

◆ h
dr2 + r2(d✓2 + sin2 ✓d'2)

i
=

✓
1�

2U

c2

◆
c2dt2 . (8.10)

On déduit du rapport entre (8.9) et (8.8) la loi de conservation du moment cinétique (au
premier ordre en U/c2),

r2
d'

dt
= b

✓
1 +

4U

c2

◆
, (8.11)

où b est une constante qui sera interprétée comme le paramètre d’impact de la trajectoire.
Remplaçant dans l’Eq. (8.10) on obtient l’équation de la trajectoire r(') du photon au
premier ordre en U/c2 sous la forme 27


d

d'

✓
b

r

◆�2

+

✓
b

r

◆2

= 1 +
4U

c2
. (8.12)

27 La variable u = 1/r, très utile en mécanique céleste, s’appelle parfois variable de Binet.
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(114a) 

(114b) 

(114c) 

Eq. (114c) has an obvious solution for 𝜃 = *
+

• Equation in r :  We choose for r to use the equation of energy with e= 0 following Eq. (49) 

“appartenant” au référentiel {xµ
} (le tenseur métrique gµ⌫), sans référence à un référentiel

localement inertiel intermédiaire. Cette équation s’appelle équation des géodésiques.

Exercice. En utilisant l’expression (5.19) du symbole de Christo↵el dans l’équation (5.8)
prouver qu’une forme équivalente de l’équation des géodésiques est

d

dp

✓
gµ⌫

dx⌫

dp

◆
=

1

2
@µg⌫⇢

dx⌫

dp

dx⇢

dp
. (5.20)

L’équation précédente est intéressante car elle se réécrit sous forme d’une équation de
Lagrange, dans laquelle le paramètre a�ne p joue le rôle du temps,

d

dp

✓
@L

@(dxµ/dp)

◆
=

@L

@xµ
, (5.21)

où L est ce qu’on appelle le lagrangien géodésique donné par

L

✓
x,

dx

dp

◆
=

1

2
gµ⌫ (x)

dxµ

dp

dx⌫

dp
=

1

2

✓
ds

dp

◆2

. (5.22)

Comme on a pu réécrire L à l’aide de l’intervalle, on voit que les trajectoires solutions de
l’équation des géodésiques sont bien les lignes géodésiques de l’espace-temps, c’est-à-dire les
lignes extrêmalisant la distance carrée entre les événements au sens de l’intervalle ds2. On
peut en fait montrer que les géodésiques extrêmalisent aussi la distance ds =

p
±ds2.

Notons que l’on a pas besoin de connâıtre les symboles de Christo↵el (5.19) pour écrire
les équations des géodésiques sous la forme (5.20). Les équations (5.20) sont en général plus
faciles à utiliser que les équations (5.8). Au contraire, les équations (5.20) permettent de
calculer très simplement les Christo↵els �⇢

µ⌫ par comparaison avec (5.8); nous verrons en
Sec. XI C un exemple pratique de calcul des �⇢

µ⌫ grâce à l’équation des géodésiques.

Exercice. Prouver qu’une intégrale première de l’équation des géodésiques (5.20) est

1

2
gµ⌫(x)

dxµ

dp

dx⌫

dp
= e , (5.23)

où e est une constante le long de la trajectoire de la particule. On vérifira directement que

de/dp = 0 est conséquence de l’équation (5.20).

Une autre façon d’obtenir (5.23) est de remarquer que le membre de gauche de (5.23)
est en fait égal à l’“énergie” associée au lagrangien L, qui est donc constante le long des
trajectoires. En e↵et, définissons le moment conjugué

⇡µ =
@L

@(dxµ/dp)
= gµ⌫

dx⌫

dp
. (5.24)

Alors le hamiltonien s’écrit par la transformation de Legendre

H = ⇡µ
dxµ

dp
� L . (5.25)
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du Soleil. La prédiction théorique s’obtient en intégrant l’équation des géodésiques (8.5)
avec e = 0 dans l’intégrale première (5.23) qui exprime la constance de la norme de la
quadri-vitesse le long de la trajectoire.

On écrit les équations (8.5) successivement pour x� = t, r, ✓, ' (dans les coordonnées
sphériques centrées sur le Soleil) en se rappelant que l’une des équations peut être remplacée
par l’équation (5.23). Il est avantageux de remplacer l’équation radiale pour r, qui est la
plus compliquée, par l’intégrale première (5.23). D’autre part on se rappelle aussi que si les
gµ⌫ ne dépendent pas de l’une des coordonnées x� — qui est dite dans ce cas ignorable —
on a immédiatement l’intégrale première ⇡� = g�µdxµ/dp = const (voir Sec. VD).

1. Equation pour ✓:

d

dp

⇢✓
1 +

2U

c2

◆
r2

d✓

dp

�
=

✓
1 +

2U

c2

◆
r2 sin ✓ cos ✓

✓
d'

dp

◆2

, (8.6)

qui a pour solution

✓ =
⇡

2
. (8.7)

La trajectoire est plane et on la choisit (après éventuellement une rotation du système
d’axes) dans le plan équatorial du Soleil.

2. Equation pour t. Comme t est ignorable on a
✓
�1 +

2U

c2

◆
dt

dp
= const . (8.8)

3. Equation pour '. Comme ' est ignorable on a
✓

1 +
2U

c2

◆
r2 sin2 ✓

d'

dp
= const . (8.9)

4. Intégrale de l’énergie avec e = 0:
✓

1 +
2U

c2

◆ h
dr2 + r2(d✓2 + sin2 ✓d'2)

i
=

✓
1�

2U

c2

◆
c2dt2 . (8.10)

On déduit du rapport entre (8.9) et (8.8) la loi de conservation du moment cinétique (au
premier ordre en U/c2),

r2
d'

dt
= b

✓
1 +

4U

c2

◆
, (8.11)

où b est une constante qui sera interprétée comme le paramètre d’impact de la trajectoire.
Remplaçant dans l’Eq. (8.10) on obtient l’équation de la trajectoire r(') du photon au
premier ordre en U/c2 sous la forme 27


d

d'

✓
b

r

◆�2

+

✓
b

r

◆2

= 1 +
4U

c2
. (8.12)

27 La variable u = 1/r, très utile en mécanique céleste, s’appelle parfois variable de Binet.

57

With ds2=0, it comes (114d) 
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• In re-injecting Eq. (115) in (114d), one obtains the equation of the trajectory 𝑟(𝜑)

(115) 

• (114b) / (114a)  gives in neglecting the terms in (U/c2)2

du Soleil. La prédiction théorique s’obtient en intégrant l’équation des géodésiques (8.5)
avec e = 0 dans l’intégrale première (5.23) qui exprime la constance de la norme de la
quadri-vitesse le long de la trajectoire.

On écrit les équations (8.5) successivement pour x� = t, r, ✓, ' (dans les coordonnées
sphériques centrées sur le Soleil) en se rappelant que l’une des équations peut être remplacée
par l’équation (5.23). Il est avantageux de remplacer l’équation radiale pour r, qui est la
plus compliquée, par l’intégrale première (5.23). D’autre part on se rappelle aussi que si les
gµ⌫ ne dépendent pas de l’une des coordonnées x� — qui est dite dans ce cas ignorable —
on a immédiatement l’intégrale première ⇡� = g�µdxµ/dp = const (voir Sec. VD).

1. Equation pour ✓:

d

dp

⇢✓
1 +

2U

c2

◆
r2

d✓

dp

�
=

✓
1 +

2U

c2

◆
r2 sin ✓ cos ✓

✓
d'

dp

◆2

, (8.6)

qui a pour solution

✓ =
⇡

2
. (8.7)

La trajectoire est plane et on la choisit (après éventuellement une rotation du système
d’axes) dans le plan équatorial du Soleil.

2. Equation pour t. Comme t est ignorable on a
✓
�1 +

2U

c2

◆
dt

dp
= const . (8.8)

3. Equation pour '. Comme ' est ignorable on a
✓

1 +
2U

c2

◆
r2 sin2 ✓

d'

dp
= const . (8.9)

4. Intégrale de l’énergie avec e = 0:
✓

1 +
2U

c2

◆ h
dr2 + r2(d✓2 + sin2 ✓d'2)

i
=

✓
1�

2U

c2

◆
c2dt2 . (8.10)

On déduit du rapport entre (8.9) et (8.8) la loi de conservation du moment cinétique (au
premier ordre en U/c2),

r2
d'

dt
= b

✓
1 +

4U

c2

◆
, (8.11)

où b est une constante qui sera interprétée comme le paramètre d’impact de la trajectoire.
Remplaçant dans l’Eq. (8.10) on obtient l’équation de la trajectoire r(') du photon au
premier ordre en U/c2 sous la forme 27


d

d'

✓
b

r

◆�2

+

✓
b

r

◆2

= 1 +
4U

c2
. (8.12)

27 La variable u = 1/r, très utile en mécanique céleste, s’appelle parfois variable de Binet.
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Avec l’expression du potentiel newtonien du Soleil (8.4) la solution de (8.12) est

b

r
= sin ('� '0) +

↵

2
, (8.13)

où '0 est une direction initiale, et où ↵ est donné par

↵ =
4GM�

b c2
. (8.14)

La solution (8.13) représente une hyperbole dans le plan équatorial du Soleil de paramètre
d’impact b et d’angle de déviation ↵ donné par (8.14). Les deux asymptotes de l’hyperbole,
correspondant au photon dans les états “de di↵usion” initial et final, sont données par
'� '0 = ⇡ + ↵/2 et '� '0 = �↵/2.

�
b

Soleil

FIG. 19: Angle de déviation de la lumière par le Soleil.

Pour un photon “rasant” la surface du Soleil, on a b = R� et on obtient l’angle de
déviation

↵max =
4GM�

R�c2
= 1.7500 d0arc . (8.15)

Cette valeur a été vérifiée expérimentalement avec une précision de ⇠ 10% par l’observation
d’étoiles au voisinage du bord solaire lors d’une éclipse totale du Soleil par Eddington en
1919. Actuellement la précision est de l’ordre de ⇠ 0.1% par l’observation de quasars en
interférométrie à très longue base (VLBI).

Notons que l’angle de déviation (8.14) vaut deux fois la valeur calculée en théorie de
Newton, soit ↵N

max
=0.87” d’arc, car en e↵et si on considère la lumière comme faite de

corpuscules de vitesse c, il y a bien une déviation de la lumière chez Newton. Le principe
d’équivalence mi = mg, qui est posé “à la main” en théorie de Newton, fait que la trajectoire
ne dépend pas de la masse des corpuscules de lumière. En fait on peut montrer que le facteur
4 dans l’expression (8.14) se décompose en “2+2”, avec le premier 2 qui provient du principe
d’équivalence, mi = mg, qui est vrai en relativité générale comme en théorie de Newton,
et le second 2 qui est un e↵et supplémentaire dû à la courbure de l’espace en relativité
générale, et qui provient de la modification de la métrique spatiale gij, cf Eq. (8.2c). Cet
e↵et supplémentaire montre que la théorie de Newton est exclue expérimentalement.

C. Lentilles gravitationnelles

La lumière étant déviée par le champ gravitationnel de corps massifs, ceux-ci peuvent
dans certains cas jouer le rôle de lentille gravitationnelle, c’est-à-dire permettre des e↵ets de
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Equation of conservation 
of angular momentum

Impact parameter, the minimal distance between the sun and the photon

du Soleil. La prédiction théorique s’obtient en intégrant l’équation des géodésiques (8.5)
avec e = 0 dans l’intégrale première (5.23) qui exprime la constance de la norme de la
quadri-vitesse le long de la trajectoire.

On écrit les équations (8.5) successivement pour x� = t, r, ✓, ' (dans les coordonnées
sphériques centrées sur le Soleil) en se rappelant que l’une des équations peut être remplacée
par l’équation (5.23). Il est avantageux de remplacer l’équation radiale pour r, qui est la
plus compliquée, par l’intégrale première (5.23). D’autre part on se rappelle aussi que si les
gµ⌫ ne dépendent pas de l’une des coordonnées x� — qui est dite dans ce cas ignorable —
on a immédiatement l’intégrale première ⇡� = g�µdxµ/dp = const (voir Sec. V D).

1. Equation pour ✓:

d

dp

⇢✓
1 +

2U

c2

◆
r2

d✓

dp

�
=

✓
1 +

2U

c2

◆
r2 sin ✓ cos ✓

✓
d'

dp

◆2

, (8.6)

qui a pour solution

✓ =
⇡

2
. (8.7)

La trajectoire est plane et on la choisit (après éventuellement une rotation du système
d’axes) dans le plan équatorial du Soleil.

2. Equation pour t. Comme t est ignorable on a
✓
�1 +

2U

c2

◆
dt

dp
= const . (8.8)

3. Equation pour '. Comme ' est ignorable on a
✓

1 +
2U

c2

◆
r2 sin2 ✓

d'

dp
= const . (8.9)

4. Intégrale de l’énergie avec e = 0:
✓

1 +
2U

c2

◆ h
dr2 + r2(d✓2 + sin2 ✓d'2)

i
=

✓
1�

2U

c2

◆
c2dt2 . (8.10)

On déduit du rapport entre (8.9) et (8.8) la loi de conservation du moment cinétique (au
premier ordre en U/c2),

r2
d'

dt
= b

✓
1 +

4U

c2

◆
, (8.11)

où b est une constante qui sera interprétée comme le paramètre d’impact de la trajectoire.
Remplaçant dans l’Eq. (8.10) on obtient l’équation de la trajectoire r(') du photon au
premier ordre en U/c2 sous la forme 27


d

d'

✓
b

r

◆�2

+

✓
b

r

◆2

= 1 +
4U

c2
. (8.12)

27 La variable u = 1/r, très utile en mécanique céleste, s’appelle parfois variable de Binet.
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(116) 

Eq. (116) is the equation of an hyperbole which as a solution
with  𝜑, is the original direction and 𝛼 is the deviation angle

Avec l’expression du potentiel newtonien du Soleil (8.4) la solution de (8.12) est

b

r
= sin ('� '0) +

↵

2
, (8.13)

où '0 est une direction initiale, et où ↵ est donné par

↵ =
4GM�

b c2
. (8.14)

La solution (8.13) représente une hyperbole dans le plan équatorial du Soleil de paramètre
d’impact b et d’angle de déviation ↵ donné par (8.14). Les deux asymptotes de l’hyperbole,
correspondant au photon dans les états “de di↵usion” initial et final, sont données par
'� '0 = ⇡ + ↵/2 et '� '0 = �↵/2.

�
b

Soleil

FIG. 19: Angle de déviation de la lumière par le Soleil.

Pour un photon “rasant” la surface du Soleil, on a b = R� et on obtient l’angle de
déviation

↵max =
4GM�

R�c2
= 1.7500 d0arc . (8.15)

Cette valeur a été vérifiée expérimentalement avec une précision de ⇠ 10% par l’observation
d’étoiles au voisinage du bord solaire lors d’une éclipse totale du Soleil par Eddington en
1919. Actuellement la précision est de l’ordre de ⇠ 0.1% par l’observation de quasars en
interférométrie à très longue base (VLBI).

Notons que l’angle de déviation (8.14) vaut deux fois la valeur calculée en théorie de
Newton, soit ↵N

max
=0.87” d’arc, car en e↵et si on considère la lumière comme faite de

corpuscules de vitesse c, il y a bien une déviation de la lumière chez Newton. Le principe
d’équivalence mi = mg, qui est posé “à la main” en théorie de Newton, fait que la trajectoire
ne dépend pas de la masse des corpuscules de lumière. En fait on peut montrer que le facteur
4 dans l’expression (8.14) se décompose en “2+2”, avec le premier 2 qui provient du principe
d’équivalence, mi = mg, qui est vrai en relativité générale comme en théorie de Newton,
et le second 2 qui est un e↵et supplémentaire dû à la courbure de l’espace en relativité
générale, et qui provient de la modification de la métrique spatiale gij, cf Eq. (8.2c). Cet
e↵et supplémentaire montre que la théorie de Newton est exclue expérimentalement.

C. Lentilles gravitationnelles

La lumière étant déviée par le champ gravitationnel de corps massifs, ceux-ci peuvent
dans certains cas jouer le rôle de lentille gravitationnelle, c’est-à-dire permettre des e↵ets de
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(117a) 

Avec l’expression du potentiel newtonien du Soleil (8.4) la solution de (8.12) est

b

r
= sin ('� '0) +

↵

2
, (8.13)

où '0 est une direction initiale, et où ↵ est donné par

↵ =
4GM�

b c2
. (8.14)

La solution (8.13) représente une hyperbole dans le plan équatorial du Soleil de paramètre
d’impact b et d’angle de déviation ↵ donné par (8.14). Les deux asymptotes de l’hyperbole,
correspondant au photon dans les états “de di↵usion” initial et final, sont données par
'� '0 = ⇡ + ↵/2 et '� '0 = �↵/2.

�
b

Soleil

FIG. 19: Angle de déviation de la lumière par le Soleil.

Pour un photon “rasant” la surface du Soleil, on a b = R� et on obtient l’angle de
déviation

↵max =
4GM�

R�c2
= 1.7500 d0arc . (8.15)

Cette valeur a été vérifiée expérimentalement avec une précision de ⇠ 10% par l’observation
d’étoiles au voisinage du bord solaire lors d’une éclipse totale du Soleil par Eddington en
1919. Actuellement la précision est de l’ordre de ⇠ 0.1% par l’observation de quasars en
interférométrie à très longue base (VLBI).

Notons que l’angle de déviation (8.14) vaut deux fois la valeur calculée en théorie de
Newton, soit ↵N

max
=0.87” d’arc, car en e↵et si on considère la lumière comme faite de

corpuscules de vitesse c, il y a bien une déviation de la lumière chez Newton. Le principe
d’équivalence mi = mg, qui est posé “à la main” en théorie de Newton, fait que la trajectoire
ne dépend pas de la masse des corpuscules de lumière. En fait on peut montrer que le facteur
4 dans l’expression (8.14) se décompose en “2+2”, avec le premier 2 qui provient du principe
d’équivalence, mi = mg, qui est vrai en relativité générale comme en théorie de Newton,
et le second 2 qui est un e↵et supplémentaire dû à la courbure de l’espace en relativité
générale, et qui provient de la modification de la métrique spatiale gij, cf Eq. (8.2c). Cet
e↵et supplémentaire montre que la théorie de Newton est exclue expérimentalement.

C. Lentilles gravitationnelles

La lumière étant déviée par le champ gravitationnel de corps massifs, ceux-ci peuvent
dans certains cas jouer le rôle de lentille gravitationnelle, c’est-à-dire permettre des e↵ets de
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(117b) The deviation angle is max when b is min, so b=sun radius. 

b

Avec l’expression du potentiel newtonien du Soleil (8.4) la solution de (8.12) est

b

r
= sin ('� '0) +

↵

2
, (8.13)

où '0 est une direction initiale, et où ↵ est donné par

↵ =
4GM�

b c2
. (8.14)

La solution (8.13) représente une hyperbole dans le plan équatorial du Soleil de paramètre
d’impact b et d’angle de déviation ↵ donné par (8.14). Les deux asymptotes de l’hyperbole,
correspondant au photon dans les états “de di↵usion” initial et final, sont données par
'� '0 = ⇡ + ↵/2 et '� '0 = �↵/2.

�
b

Soleil

FIG. 19: Angle de déviation de la lumière par le Soleil.

Pour un photon “rasant” la surface du Soleil, on a b = R� et on obtient l’angle de
déviation

↵max =
4GM�

R�c2
= 1.7500 d0arc . (8.15)

Cette valeur a été vérifiée expérimentalement avec une précision de ⇠ 10% par l’observation
d’étoiles au voisinage du bord solaire lors d’une éclipse totale du Soleil par Eddington en
1919. Actuellement la précision est de l’ordre de ⇠ 0.1% par l’observation de quasars en
interférométrie à très longue base (VLBI).

Notons que l’angle de déviation (8.14) vaut deux fois la valeur calculée en théorie de
Newton, soit ↵N

max
=0.87” d’arc, car en e↵et si on considère la lumière comme faite de

corpuscules de vitesse c, il y a bien une déviation de la lumière chez Newton. Le principe
d’équivalence mi = mg, qui est posé “à la main” en théorie de Newton, fait que la trajectoire
ne dépend pas de la masse des corpuscules de lumière. En fait on peut montrer que le facteur
4 dans l’expression (8.14) se décompose en “2+2”, avec le premier 2 qui provient du principe
d’équivalence, mi = mg, qui est vrai en relativité générale comme en théorie de Newton,
et le second 2 qui est un e↵et supplémentaire dû à la courbure de l’espace en relativité
générale, et qui provient de la modification de la métrique spatiale gij, cf Eq. (8.2c). Cet
e↵et supplémentaire montre que la théorie de Newton est exclue expérimentalement.

C. Lentilles gravitationnelles

La lumière étant déviée par le champ gravitationnel de corps massifs, ceux-ci peuvent
dans certains cas jouer le rôle de lentille gravitationnelle, c’est-à-dire permettre des e↵ets de
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Chapter 1: Weak field approximation Section 1.3: :  deviation of light
Avec l’expression du potentiel newtonien du Soleil (8.4) la solution de (8.12) est

b

r
= sin ('� '0) +

↵

2
, (8.13)

où '0 est une direction initiale, et où ↵ est donné par

↵ =
4GM�

b c2
. (8.14)

La solution (8.13) représente une hyperbole dans le plan équatorial du Soleil de paramètre
d’impact b et d’angle de déviation ↵ donné par (8.14). Les deux asymptotes de l’hyperbole,
correspondant au photon dans les états “de di↵usion” initial et final, sont données par
'� '0 = ⇡ + ↵/2 et '� '0 = �↵/2.

�
b

Soleil

FIG. 19: Angle de déviation de la lumière par le Soleil.

Pour un photon “rasant” la surface du Soleil, on a b = R� et on obtient l’angle de
déviation

↵max =
4GM�

R�c2
= 1.7500 d0arc . (8.15)

Cette valeur a été vérifiée expérimentalement avec une précision de ⇠ 10% par l’observation
d’étoiles au voisinage du bord solaire lors d’une éclipse totale du Soleil par Eddington en
1919. Actuellement la précision est de l’ordre de ⇠ 0.1% par l’observation de quasars en
interférométrie à très longue base (VLBI).

Notons que l’angle de déviation (8.14) vaut deux fois la valeur calculée en théorie de
Newton, soit ↵N

max
=0.87” d’arc, car en e↵et si on considère la lumière comme faite de

corpuscules de vitesse c, il y a bien une déviation de la lumière chez Newton. Le principe
d’équivalence mi = mg, qui est posé “à la main” en théorie de Newton, fait que la trajectoire
ne dépend pas de la masse des corpuscules de lumière. En fait on peut montrer que le facteur
4 dans l’expression (8.14) se décompose en “2+2”, avec le premier 2 qui provient du principe
d’équivalence, mi = mg, qui est vrai en relativité générale comme en théorie de Newton,
et le second 2 qui est un e↵et supplémentaire dû à la courbure de l’espace en relativité
générale, et qui provient de la modification de la métrique spatiale gij, cf Eq. (8.2c). Cet
e↵et supplémentaire montre que la théorie de Newton est exclue expérimentalement.

C. Lentilles gravitationnelles

La lumière étant déviée par le champ gravitationnel de corps massifs, ceux-ci peuvent
dans certains cas jouer le rôle de lentille gravitationnelle, c’est-à-dire permettre des e↵ets de
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Chapter 1: Weak field approximation Section 1.3:  Shapiro delay

• By recombing (115) and (114d), we can ride off 𝜑 and in neglecting U/c2

terms, we have

• In integrating Eq. (118)  knowing rT and rM we can compute T, the time delay 
between the trasmission of a signal from earth and it reception at Mercury 
with

de grandeur du rayon d’Einstein dans le cas de l’expérience EROS.

D. E↵et Shapiro

L’e↵et Shapiro est un retard dû au champ gravitationnel dans les temps d’arrivée de
photons ayant rasé la surface du Soleil. Non seulement la trajectoire de la lumière est déviée
de l’angle (8.14), mais les photons sur leur trajectoire sont ralentis par le champ du Soleil.
L’e↵et n’est pas du tout négligeable, et a été calculé et observé pour la première fois par
Shapiro en 1964. 29 Son expérience a consisté à mesurer le temps d’aller-retour de photons
radio émis sur Terre vers Mercure, réfléchis sur le sol de Mercure et renvoyés vers la Terre,
lorsque la trajectoire des photons passe à proximité de la surface du Soleil.

Terre

Soleil
MercurerM

T

0r

r

FIG. 23: Echo radar sur la surface de Mercure.

Pour calculer cet e↵et on élimine l’angle ' entre les équations (8.11) et (8.10) et on trouve,
au premier ordre en U/c2,

✓
dr

cdt

◆2

=

✓
1�

r2

0

r2

◆ ⇢
1�

4U

c2

✓
1 +

r0

r + r0

◆�
. (8.18)

La constante r0 est la distance minimale d’approche de l’onde radio au Soleil (on utilise
dans ce calcul la forme du potentiel U = GM�/r, d’où U = U0r0/r). Soient aussi rT et rM

les distances de la Terre et de Mercure au Soleil, ces distances étant celles mesurées dans
le référentiel associé à la métrique (8.3). Alors, par intégration de (8.18), on trouve que le
temps T écoulé entre l’émission et la réception des photons sur Terre a l’expression

T =
2

c

⇢q
r2

T
� r2

0
+

q
r2

M
� r2

0
+

4GM�

c2

✓r
rT � r0

rT + r0

+

r
rM � r0

rM + r0

◆

29 Curieusement, Einstein n’a jamais pensé à calculer cet e↵et. Ayant obtenu la trajectoire des photons au
voisinage du Soleil et leur angle de déviation (8.14), il n’a apparemment jamais cherché à connâıtre le
mouvement “horaire” des photons sur leur trajectoire, ce qui lui aurait donné l’e↵et de retard gravita-
tionnel.
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(118) 

de grandeur du rayon d’Einstein dans le cas de l’expérience EROS.

D. E↵et Shapiro

L’e↵et Shapiro est un retard dû au champ gravitationnel dans les temps d’arrivée de
photons ayant rasé la surface du Soleil. Non seulement la trajectoire de la lumière est déviée
de l’angle (8.14), mais les photons sur leur trajectoire sont ralentis par le champ du Soleil.
L’e↵et n’est pas du tout négligeable, et a été calculé et observé pour la première fois par
Shapiro en 1964. 29 Son expérience a consisté à mesurer le temps d’aller-retour de photons
radio émis sur Terre vers Mercure, réfléchis sur le sol de Mercure et renvoyés vers la Terre,
lorsque la trajectoire des photons passe à proximité de la surface du Soleil.
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FIG. 23: Echo radar sur la surface de Mercure.

Pour calculer cet e↵et on élimine l’angle ' entre les équations (8.11) et (8.10) et on trouve,
au premier ordre en U/c2,
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La constante r0 est la distance minimale d’approche de l’onde radio au Soleil (on utilise
dans ce calcul la forme du potentiel U = GM�/r, d’où U = U0r0/r). Soient aussi rT et rM

les distances de la Terre et de Mercure au Soleil, ces distances étant celles mesurées dans
le référentiel associé à la métrique (8.3). Alors, par intégration de (8.18), on trouve que le
temps T écoulé entre l’émission et la réception des photons sur Terre a l’expression

T =
2
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T
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29 Curieusement, Einstein n’a jamais pensé à calculer cet e↵et. Ayant obtenu la trajectoire des photons au
voisinage du Soleil et leur angle de déviation (8.14), il n’a apparemment jamais cherché à connâıtre le
mouvement “horaire” des photons sur leur trajectoire, ce qui lui aurait donné l’e↵et de retard gravita-
tionnel.
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radio émis sur Terre vers Mercure, réfléchis sur le sol de Mercure et renvoyés vers la Terre,
lorsque la trajectoire des photons passe à proximité de la surface du Soleil.
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au premier ordre en U/c2,

✓
dr

cdt

◆2

=

✓
1�

r2

0

r2

◆ ⇢
1�

4U

c2

✓
1 +

r0

r + r0

◆�
. (8.18)

La constante r0 est la distance minimale d’approche de l’onde radio au Soleil (on utilise
dans ce calcul la forme du potentiel U = GM�/r, d’où U = U0r0/r). Soient aussi rT et rM
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Les deux premiers termes représentent le temps qui se serait écoulé s’il n’y avait pas le Soleil.
Les troisième et quatrième termes représentent un retard relativiste �T à la réception des
photons sur Terre (e↵et Shapiro). Dans le cas où Mercure est en conjonction supérieure
par rapport à la Terre, et que donc les photons rasent la surface du Soleil (r0 = R� avec
R� ⌧ rT et rM), on obtient

�T =
4GM�

c3


ln

✓
4rT rM

R2
�

◆
+ 2

�
. (8.20)

Avec rT = 150 106 km et rT = 58 106 km, la valeur théorique pour �T est de 259 µ sec, en
bon accord avec l’expérience réalisée par Shapiro. L’expérience a été reprise en 1975 avec
beaucoup plus de précision en utilisant, au lieu de la planète Mercure, la sonde Viking posée
sur Mars.

E. Précession du périhélie de Mercure

Jusqu’à présent, nous avons utilisé l’expression (8.2) de la métrique gµ⌫ qui est su�sam-
ment précise pour calculer le mouvement post-newtonien de photons (ou de particules de
masse nulle). En e↵et, pour des photons de vitesse égale à ' c, les distances spatiales dx2

sont du même ordre de grandeur que c2dt2. Donc pour avoir l’intervalle ds2 = gµ⌫dxµdx⌫

jusqu’à l’ordre post-newtonien 1/c2, il su�t d’obtenir chacun des coe�cients gµ⌫ avec la
même précision 1/c2, ce qui a été fait dans (8.2).

La situation est di↵érente dans le cas de corps massifs où l’on a c2dt2 � dx2 et où donc
le coe�cient de la métrique g00 doit être obtenu jusqu’à l’ordre 1/c4 pour compenser le
facteur c2 présent dans c2dt2. L’ordre 1/c4 dans g00 est un ordre non-linéaire et se calcule en
utilisant dans les équations d’Einstein sous la forme (7.25) l’énergie-impulsion tµ⌫ du champ
de gravitation lui-même. Nous admettrons que l’expression correcte de g00 à l’ordre 1/c4 est
(dans le cas du champ engendré par un corps sphérique comme le Soleil)

g00 = �1 +
2U

c2
�

2U2

c4
, (8.21)

les autres coe�cients grr, g✓✓ et g'' dans (8.2) [ou dans (8.3)] restant su�samment précis.
Pour obtenir le mouvement post-newtonien de la planète Mercure autour du Soleil, il

faut refaire le travail précédent, c’est-à-dire utiliser l’équation des géodésiques (8.5) avec
son intégrale de l’énergie (où e < 0 cette fois 30) et les intégrales premières du mouvement
correspondant aux coordonnées ignorables t et '.

Exercice. Montrer que l’équation de la trajectoire est
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, (8.22)

30 A ne pas confondre avec l’excentricité dans la solution (8.24).

62

Time delay wo general 
relativity, like if the photon 
path is a direct line

Time delay with general relativity 
with the curvature of space-time



11

Chapter 1: Weak field approximation Section 1.3:  Shapiro delay

For the Earth-Sun-Mercury configuration the max effect is
259 microsecondes of time.
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Chapter 1: Weak field approximation Section 1.4:  Planetary orbits

In the solar system,  solving the equations of motion of the planets is equivalent to study their free motion in the gravity 
field of the Sun. We will then look for solving the geodesic of point-mass particule in the Sun gravity field.
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3

FIG. 18: Coordonnées sphériques {r, ✓,'}.
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2U
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les autres composantes étant zéro. Le potentiel est celui du Soleil (supposé à symétrie
sphérique) donc

U =
GM�

r
, (8.4)

avec M� = 2 1030 kg. Ce potentiel est valable à l’extérieur du rayon du Soleil R� = 7 108 m.
Ayant la métrique (8.2)–(8.3) le mouvement d’un photon ou d’une planète (supposée

ponctuelle — sans structure interne) s’obtiendra en résolvant les équations du mouvement de
chute libre dans le champ gravitationnel du Soleil, c’est-à-dire les équations des géodésiques
que l’on écrit sous leur forme lagrangienne (5.20),

d

dp

✓
g�µ

dxµ

dp

◆
=

1

2
@�gµ⌫

dxµ

dp

dx⌫

dp
, (8.5)

où p est un paramètre a�ne le long de la trajectoire du corps. Dans le cas d’un photon ce
paramètre ne peut pas être le temps propre car celui-ci est nul pour des photons: e = 0
dans (5.23). Dans tous les cas p est un paramètre pour lequel le mouvement est rectiligne
et uniforme dans un référentiel localement inertiel, et qui sera éliminé des équations finales
du mouvement.

B. Déviation de la lumière par le Soleil

Le plus célèbre des “tests classiques” est celui de la déviation de la lumière en provenance
d’une source lointaine (un quasar dans les mesures récentes) par le champ de gravitation

56

In the case of planets, p can be substitute to proper time.
For the planets, we will use  the post-newtonian harmonic gauge metric
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2.1.7 The post-Newtonian approximation of general relativity and

gauge invariance

First, let us recall that the metric of general relativity at the Newtonian level, for

a reference frame that is not kinematically rotating with respect to distant celestial

bodies,13 reads

g00 = �1 +
2U

c2
+O(c�3), (44)

g0i = O(c�2), (45)

gij = �ij +O(c�1), (46)

such that one indeed has

ds
2 = �

✓
1�

2U

c2

◆
c
2
dt

2 + dx
2 + dy

2 + dz
2
, (47)

at leading order. The truncation between leading and next-to-leading orders in Eqs.

(44-46) are made with respect to the equation of motion that derives from the

Lagrangian of motion Eq. (18). Indeed, the Lagrangian of motion with Eqs. (44-46)

reads

L / 1 +
1

c2

✓
v
2

2
� U

◆
+O(c�3). (48)

One can show that there exists a set of coordinate systems in general relativity that

are such that, at next-to-leading order, the metric reads (Damour et al., 1991)

g00 = �1 +
2w

c2
�

2w2

c4
+O(c�5), (49)

g0i = �
4wi

c3
O(c�4), (50)

13Beyond rotating coordinate systems, it’s noteworthy that one could also define and utilize coordinate systems with
shear, instead of pseudo-cartesian coordinate systems. However, such systems are rarely used because they would notably
complicate the calculations, and likely also hinder understanding.
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gij = �ij

✓
1 +

2w

c2

◆
+O(c�3). (51)

This is the so-called post-Newtonian metric of general relativity, in conformally

cartesian coordinates.14 Assuming this metric, the field equation of general relativity

reduces to

�w +
3

c2
@
2

ttw +
4

c2
@
2

tjwj = �4⇡G� +O
�
c
�3

�
, (52)

�wi � @
2

ijwj � @
2

tiw = �4⇡G�
i +O

�
c
�2

�
, (53)

where � = c
�2(T 00 + T

kk) and �
i = c

�1
T

0i, such that � and �
i are zeroth

order quantities—because T
µ⌫ = O(c2, c, c0) in the weak-field and slowly moving

approximation.15

Post-Newtonian gauge invariance

One can check that the equations Eqs. (52-53) are invariant under the following

transformations

w
0 = w �

1

c2
@t�, (54)

w
0

i = wi +
1

4
@i�, (55)

where � is an arbitrary differential function. Indeed, while the form of the metric

in Eqs. (49-51) completely fixes the type of spatial coordinates being considered, it

leaves a freedom at the level of the time coordinate. Indeed, this gauge invariance

14The name conformally cartesian stems from the fact that one has g00gij = ��ij + O(c�4
)—that is, the space-

space component of metric gij multiplied by a conformal factor (here, the time-time component of the metric g00) is flat
up to c�4 corrections. It’s worth noting that such coordinate systems generally do not exist in general in theories other
than general relativity—at least when the metric considered still defines the proper time d⌧2

= �g↵�dx
↵dx� and not

a conformal frame.
15One can verify that with the stress energy tensor of dust, which reads T↵�

= �⇢mu↵u� , where ⇢m is the rest
mass density and u↵

= dx↵/d⌧ , such that u0
⇠ c.
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where
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, (66)

where rA = x� xA(t), rA = |rA|, and
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with rAB = |xB � xA|. We should note that this corresponds to the metric

recommended by the International Astronomical Union (Soffel, 2003), subject to cor-

rections accounting for the fact that celestial bodies are not point-like but extended

objects, and that these bodies possess angular momentum relative to the frame that is

fixed with respect to distant objects, such as quasars. Fortunately, these corrections

are numerically small, such that they can safely be added a posteriori at the leading

order, without impacting the calculation of the next-to-leading order.

Now, injecting this metric into the definition of the Lagrangian of motion Eq.

(18), one gets for a test particle B the following Lagrangian of motion

LB = �mBc
2 +mB
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rDB

3

5+O(c�4).

Injecting this Lagrangian into the Euler-Lagrange equation Eq. (7), one finally gets

the Einstein-Infeld-Hoffman-Droste-Lorentz (EIHDL) equation of motion given in

Eq. (90) in Sec. 3.3.
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⇤m = �c
�2

@
2

tt +4, (61)

where, for instance, 4 = @
2

xx + @
2

yy + @
2

zz in Cartesian coordinates.

2.1.8 The Einstein-Infeld-Hoffman-Droste-Lorentz equation of motion

Up to corrections that can be taken into account at a later stage, celestial bodies

in the solar system can be approximated as being non-rotating point particles. This

approximation has been explored for the first time by Lorentz and Droste (Lorentz

and Droste, 1917a,b)—translated in (Lorentz and Droste, 1937)—and re-derived later

by Einstein, Infeld and Hoffman (Einstein et al., 1938). The stress-energy tensor for

point particles is simply the stress-energy tensor of a dust fluid

T
µ⌫ = ⇢mu

µ
u
⌫
. (62)

In terms of conserved mass along the fluid geodesics dmA/d⌧ = 0, it reads

T
µ⌫ = c

2
X

A

mAu
0

p
�g

v
µ
Av

⌫
A�

(3)(x� xA(t)), (63)

where �
(3) is the 3-dimensional delta function. Equation Eq. (63) used the fact

that uµr�T
µ� = 0 —which follows from Eq. (42)—such that one has the usual

Newtonian conservation of the mass density @�(⇢⇤v�) = 0 for the density ⇢
⇤ :=

p
�gu

0
⇢m, with u

↵ = u
0
v
↵
/c. check v/c. Solving the Einstein-Hilbert equation Eq.

(22) with this approximation, and in the harmonic gauge Eq. (58), leads to the metric

in Eqs. (49-51) with

w = w0 �
1

c2
�+O(c�4), (64)
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with

(121) 
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Chapter 1: Weak field approximation Section 1.4:  Planetary orbits

With spherical coordinates, only the g00 term of the metric is changed

as in eq. (121). As we did with the deflection of light,  we can consider

the equations for each of the coordinates, with 𝜑 and t ignorable.

We then obtain the equation of the trajectory of the planets orbiting

the sun in spherical coordinates

+
4GM�

c2
ln

"
(rT +

p
r2

T
� r2

0
)(rM +

p
r2

M
� r2

0
)

r2

0

#)
. (8.19)

Les deux premiers termes représentent le temps qui se serait écoulé s’il n’y avait pas le Soleil.
Les troisième et quatrième termes représentent un retard relativiste �T à la réception des
photons sur Terre (e↵et Shapiro). Dans le cas où Mercure est en conjonction supérieure
par rapport à la Terre, et que donc les photons rasent la surface du Soleil (r0 = R� avec
R� ⌧ rT et rM), on obtient

�T =
4GM�

c3


ln

✓
4rT rM
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+ 2

�
. (8.20)

Avec rT = 150 106 km et rT = 58 106 km, la valeur théorique pour �T est de 259 µ sec, en
bon accord avec l’expérience réalisée par Shapiro. L’expérience a été reprise en 1975 avec
beaucoup plus de précision en utilisant, au lieu de la planète Mercure, la sonde Viking posée
sur Mars.

E. Précession du périhélie de Mercure

Jusqu’à présent, nous avons utilisé l’expression (8.2) de la métrique gµ⌫ qui est su�sam-
ment précise pour calculer le mouvement post-newtonien de photons (ou de particules de
masse nulle). En e↵et, pour des photons de vitesse égale à ' c, les distances spatiales dx2

sont du même ordre de grandeur que c2dt2. Donc pour avoir l’intervalle ds2 = gµ⌫dxµdx⌫

jusqu’à l’ordre post-newtonien 1/c2, il su�t d’obtenir chacun des coe�cients gµ⌫ avec la
même précision 1/c2, ce qui a été fait dans (8.2).

La situation est di↵érente dans le cas de corps massifs où l’on a c2dt2 � dx2 et où donc
le coe�cient de la métrique g00 doit être obtenu jusqu’à l’ordre 1/c4 pour compenser le
facteur c2 présent dans c2dt2. L’ordre 1/c4 dans g00 est un ordre non-linéaire et se calcule en
utilisant dans les équations d’Einstein sous la forme (7.25) l’énergie-impulsion tµ⌫ du champ
de gravitation lui-même. Nous admettrons que l’expression correcte de g00 à l’ordre 1/c4 est
(dans le cas du champ engendré par un corps sphérique comme le Soleil)

g00 = �1 +
2U

c2
�

2U2

c4
, (8.21)

les autres coe�cients grr, g✓✓ et g'' dans (8.2) [ou dans (8.3)] restant su�samment précis.
Pour obtenir le mouvement post-newtonien de la planète Mercure autour du Soleil, il

faut refaire le travail précédent, c’est-à-dire utiliser l’équation des géodésiques (8.5) avec
son intégrale de l’énergie (où e < 0 cette fois 30) et les intégrales premières du mouvement
correspondant aux coordonnées ignorables t et '.
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30 A ne pas confondre avec l’excentricité dans la solution (8.24).
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Distances at aphelia rA = a(1+e) and perihelia rP = a(1-e)

où rA et rP sont donnés par rA = a(1 + e) et rP = a(1 � e), a et e étant deux constantes

donnant le demi grand-axe et l’excentricité, et où
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En déduire la solution de l’équation (8.22) (au premier ordre en GM�/c2
) sous la forme

r =
a(1� e2)

1 + e cos
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�
('� '0)
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Cette solution décrit une ellipse de demi grand-axe a et d’excentricité e (avec rA et rP les
rayons de l’aphélie et du périhélie) qui précesse à chaque rotation de l’angle � donné par
(8.23). Dans le cas de Mercure (a = 58 106 km, e = 0.2, période de révolution = 0.24 ans)
l’angle de précession relativiste (8.23) a la valeur � = 43” arc/siècle comme l’avait calculé
Einstein.
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FIG. 24: Précession du périhélie de Mercure.

Dès 1845, Le Verrier avait montré que les perturbations gravitationnelles en théorie de
Newton des autres planètes sur Mercure impliquent une précession purement newtonienne
de Mercure égale à �N = 532” arc/siècle. Le Verrier savait que cette précession newtoni-
enne de Mercure n’est pas en accord avec les observations d’un montant approximativement
de l’ordre de 40” arc/siècle! Cette avance anormale du périhélie de Mercure était restée
inexpliquée et avait alimenté de nombreuses spéculations, parmi lesquelles l’existence d’une
nouvelle planète intérieure à l’orbite de Mercure (dénommée Vulcain par Le Verrier), la
présence possible d’un anneau de matière zodiacale dans le plan de l’écliptique, et même
une modification de la loi newtonienne en 1/r2. Ce n’est qu’avec Einstein en 1915 que l’on
comprendra que les corrections relativistes au mouvement d’une planète sur une ellipse kep-
lerienne impliquent la précession supplémentaire donnée par (8.23). La prédiction théorique
pour la précession totale de Mercure est donc égale à �N + � = 575” arc/siècle, en parfait
accord avec les observations.
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En déduire la solution de l’équation (8.22) (au premier ordre en GM�/c2
) sous la forme

r =
a(1� e2)

1 + e cos
⇥�

1� �

2⇡

�
('� '0)

⇤ . (8.24)
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At first order of approximation of U, one has
à It is the eq. of a ellipse, precessing at each
orbit by  Δ

(125)
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enne de Mercure n’est pas en accord avec les observations d’un montant approximativement
de l’ordre de 40” arc/siècle! Cette avance anormale du périhélie de Mercure était restée
inexpliquée et avait alimenté de nombreuses spéculations, parmi lesquelles l’existence d’une
nouvelle planète intérieure à l’orbite de Mercure (dénommée Vulcain par Le Verrier), la
présence possible d’un anneau de matière zodiacale dans le plan de l’écliptique, et même
une modification de la loi newtonienne en 1/r2. Ce n’est qu’avec Einstein en 1915 que l’on
comprendra que les corrections relativistes au mouvement d’une planète sur une ellipse kep-
lerienne impliquent la précession supplémentaire donnée par (8.23). La prédiction théorique
pour la précession totale de Mercure est donc égale à �N + � = 575” arc/siècle, en parfait
accord avec les observations.
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Dès 1845, Le Verrier avait montré que les perturbations gravitationnelles en théorie de
Newton des autres planètes sur Mercure impliquent une précession purement newtonienne
de Mercure égale à �N = 532” arc/siècle. Le Verrier savait que cette précession newtoni-
enne de Mercure n’est pas en accord avec les observations d’un montant approximativement
de l’ordre de 40” arc/siècle! Cette avance anormale du périhélie de Mercure était restée
inexpliquée et avait alimenté de nombreuses spéculations, parmi lesquelles l’existence d’une
nouvelle planète intérieure à l’orbite de Mercure (dénommée Vulcain par Le Verrier), la
présence possible d’un anneau de matière zodiacale dans le plan de l’écliptique, et même
une modification de la loi newtonienne en 1/r2. Ce n’est qu’avec Einstein en 1915 que l’on
comprendra que les corrections relativistes au mouvement d’une planète sur une ellipse kep-
lerienne impliquent la précession supplémentaire donnée par (8.23). La prédiction théorique
pour la précession totale de Mercure est donc égale à �N + � = 575” arc/siècle, en parfait
accord avec les observations.
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(8.23). Dans le cas de Mercure (a = 58 106 km, e = 0.2, période de révolution = 0.24 ans)
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présence possible d’un anneau de matière zodiacale dans le plan de l’écliptique, et même
une modification de la loi newtonienne en 1/r2. Ce n’est qu’avec Einstein en 1915 que l’on
comprendra que les corrections relativistes au mouvement d’une planète sur une ellipse kep-
lerienne impliquent la précession supplémentaire donnée par (8.23). La prédiction théorique
pour la précession totale de Mercure est donc égale à �N + � = 575” arc/siècle, en parfait
accord avec les observations.
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For Mercury, a=58 x 106 km,
e=0.2 with a period of 0.24 years
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Einstein.
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Dès 1845, Le Verrier avait montré que les perturbations gravitationnelles en théorie de
Newton des autres planètes sur Mercure impliquent une précession purement newtonienne
de Mercure égale à �N = 532” arc/siècle. Le Verrier savait que cette précession newtoni-
enne de Mercure n’est pas en accord avec les observations d’un montant approximativement
de l’ordre de 40” arc/siècle! Cette avance anormale du périhélie de Mercure était restée
inexpliquée et avait alimenté de nombreuses spéculations, parmi lesquelles l’existence d’une
nouvelle planète intérieure à l’orbite de Mercure (dénommée Vulcain par Le Verrier), la
présence possible d’un anneau de matière zodiacale dans le plan de l’écliptique, et même
une modification de la loi newtonienne en 1/r2. Ce n’est qu’avec Einstein en 1915 que l’on
comprendra que les corrections relativistes au mouvement d’une planète sur une ellipse kep-
lerienne impliquent la précession supplémentaire donnée par (8.23). La prédiction théorique
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with rAB = |xB � xA|. We should note that this corresponds to the metric

recommended by the International Astronomical Union (Soffel, 2003), subject to cor-

rections accounting for the fact that celestial bodies are not point-like but extended

objects, and that these bodies possess angular momentum relative to the frame that is

fixed with respect to distant objects, such as quasars. Fortunately, these corrections

are numerically small, such that they can safely be added a posteriori at the leading

order, without impacting the calculation of the next-to-leading order.

Now, injecting this metric into the definition of the Lagrangian of motion Eq.

(18), one gets for a test particle B the following Lagrangian of motion
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Injecting this Lagrangian into the Euler-Lagrange equation Eq. (7), one finally gets

the Einstein-Infeld-Hoffman-Droste-Lorentz (EIHDL) equation of motion given in

Eq. (90) in Sec. 3.3.

Now, injecting the metric g of Eq. (121)  into the definition of the Lagrangian of 
motion one gets for a test particle B the following Lagrangian of motion 

The method is then to use the 
Lagrangian to derive the 
equation of motion. For this, we 
will use 

𝐿 = 𝑚𝑐+ −𝑔,, − 𝑣-𝑔,- − 𝑣-𝑣.𝑔-.

(122) 

Chapter 1: Weak field approximation Section 1.4:  Planetary orbits

with	Euler-Lagrange	equations
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2.1.7 The post-Newtonian approximation of general relativity and

gauge invariance

First, let us recall that the metric of general relativity at the Newtonian level, for

a reference frame that is not kinematically rotating with respect to distant celestial

bodies,13 reads

g00 = �1 +
2U

c2
+O(c�3), (44)

g0i = O(c�2), (45)

gij = �ij +O(c�1), (46)

such that one indeed has

ds
2 = �

✓
1�

2U

c2

◆
c
2
dt

2 + dx
2 + dy

2 + dz
2
, (47)

at leading order. The truncation between leading and next-to-leading orders in Eqs.

(44-46) are made with respect to the equation of motion that derives from the

Lagrangian of motion Eq. (18). Indeed, the Lagrangian of motion with Eqs. (44-46)

reads

L / 1 +
1

c2

✓
v
2

2
� U

◆
+O(c�3). (48)

One can show that there exists a set of coordinate systems in general relativity that

are such that, at next-to-leading order, the metric reads (Damour et al., 1991)

g00 = �1 +
2w

c2
�

2w2

c4
+O(c�5), (49)

g0i = �
4wi

c3
O(c�4), (50)

13Beyond rotating coordinate systems, it’s noteworthy that one could also define and utilize coordinate systems with
shear, instead of pseudo-cartesian coordinate systems. However, such systems are rarely used because they would notably
complicate the calculations, and likely also hinder understanding.
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gij = �ij
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2w
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◆
+O(c�3). (51)

This is the so-called post-Newtonian metric of general relativity, in conformally

cartesian coordinates.14 Assuming this metric, the field equation of general relativity

reduces to
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3

c2
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2
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, (52)
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where � = c
�2(T 00 + T

kk) and �
i = c

�1
T

0i, such that � and �
i are zeroth

order quantities—because T
µ⌫ = O(c2, c, c0) in the weak-field and slowly moving

approximation.15

Post-Newtonian gauge invariance

One can check that the equations Eqs. (52-53) are invariant under the following

transformations

w
0 = w �

1

c2
@t�, (54)

w
0

i = wi +
1

4
@i�, (55)

where � is an arbitrary differential function. Indeed, while the form of the metric

in Eqs. (49-51) completely fixes the type of spatial coordinates being considered, it

leaves a freedom at the level of the time coordinate. Indeed, this gauge invariance

14The name conformally cartesian stems from the fact that one has g00gij = ��ij + O(c�4
)—that is, the space-

space component of metric gij multiplied by a conformal factor (here, the time-time component of the metric g00) is flat
up to c�4 corrections. It’s worth noting that such coordinate systems generally do not exist in general in theories other
than general relativity—at least when the metric considered still defines the proper time d⌧2

= �g↵�dx
↵dx� and not

a conformal frame.
15One can verify that with the stress energy tensor of dust, which reads T↵�

= �⇢mu↵u� , where ⇢m is the rest
mass density and u↵

= dx↵/d⌧ , such that u0
⇠ c.



We obtain the equation of motion explored first by Lorentz and Droste and re-derived later by Einstein, Imfeld and Hoffman 
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each step of integration for maintaining R and V to 0 all along the integration process.

A description of the successive SSB implementations for older JPL versions can be

found in Folkner et al. (2014a) and discussions concerning possible uncertainties are

presented in Fienga et al. (2008) and Folkner et al. (2014a). It is interesting to note

that, for the tests of the Equivalence Principle (sect. 4.2), µi of Eq. (89) and (88) will

still correspond to the product of G with the inertial mass of the body. It will then

differ from the gravitational mass used for computing the planetary acceleration as

in Eq. (90).

3.3 The dynamical model

3.3.1 Point-mass interactions

In the context of Soffel (2003) and of the metric defined in Eq. (80) and (84), one

can then, in the mass-monopole approximation, write the equations of motion of

bodies as well as the conservation laws satisfied by the SSB as given in Damour and

Vokrouhlický (1995). In BCRS, the equation of motion for the point-mass interaction

is given by
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(124)
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Chapter 2: Examples of alternate theories Section 2.1:  Parametrized Post-Newtonian : PPN 

In this lecture we will consider two types of theories : the metric theories and the non-metric theories.

Let first consider the metric theories :

• Additional gravitational fields do not couple to matter directly à gravity is fully described by the metric,

• By construction, they respect the WEP

• All the differences with respect to GRT can be taken into account through constant parameters that appear in 

front of the gravitational potentials in the metric 

• particles still follow geodesics of the metric and proper time is still defined from the metric only

In consequence, their differences with respect to general relativity can be parametrized by a set of a few 

constant parameters in the metric only à Parametrized Post-Newtonian (PPN) formalism
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g00 =� 1 +
2w

c2
�

2�w2

c4
+O(c�5)

g0i =�
(4� + 3)

2

wi

c3
+O(c�4)

gij =�ij

✓
1 +

2�w

c2

◆
+O(c�3) , (95)

In GRT, the PPN parameters � and � equal to one, but not for alternative theories in

general.

The form of the metric given in Eq. (95) is not sufficient in order to completely fix

the coordinate system, and one has to impose an additional constraint (or gauge) in

order to specify the metric field equations—see, e.g., Klioner and Soffel (2000). Since

the IAU recommends the coordinates (or gauge) to be harmonic for GRT (Soffel,

2003), it seems relevant to consider harmonic coordinates for alternative theories as

well, such that (at least) the coordinate systems of the alternative theory reduce to the

IAU coordinate systems in the limit for which both theories cannot be distinguished

at the level of accuracy of the observations.

Ambiguity of the definition of harmonic coordinates

The very definition of what one may call harmonic coordinates can be ambigu-

ous for alternative theories of gravity. For instance, for scalar-tensor theories, one

can impose the usual post-Newtonian harmonic conditions—g
↵��0

↵� = 0—either

in the Jordan frame, or in the conformal Einstein frame (Damour and Esposito-

Farese, 1992; Kopeikin and Vlasov, 2004; Minazzoli and Chauvineau, 2011; Will,

2018b; Kopeikin, 2019). But both choices reduce to the GRT harmonic coordinate

in the limit for which the difference between general relativity and the scalar-tensor

theory becomes negligeable (e.g. for the Brans-Dicke parameter that is such that

! ! 1). Imposing the harmonic conditions in the Einstein frame has been shown

Springer Nature 2021 LATEX template

CONTENTS 29

2.1.7 The post-Newtonian approximation of general relativity and

gauge invariance

First, let us recall that the metric of general relativity at the Newtonian level, for

a reference frame that is not kinematically rotating with respect to distant celestial

bodies,13 reads

g00 = �1 +
2U

c2
+O(c�3), (44)

g0i = O(c�2), (45)

gij = �ij +O(c�1), (46)

such that one indeed has

ds
2 = �

✓
1�

2U

c2

◆
c
2
dt

2 + dx
2 + dy

2 + dz
2
, (47)

at leading order. The truncation between leading and next-to-leading orders in Eqs.

(44-46) are made with respect to the equation of motion that derives from the

Lagrangian of motion Eq. (18). Indeed, the Lagrangian of motion with Eqs. (44-46)

reads

L / 1 +
1

c2

✓
v
2

2
� U

◆
+O(c�3). (48)

One can show that there exists a set of coordinate systems in general relativity that

are such that, at next-to-leading order, the metric reads (Damour et al., 1991)

g00 = �1 +
2w

c2
�

2w2

c4
+O(c�5), (49)

g0i = �
4wi

c3
O(c�4), (50)

13Beyond rotating coordinate systems, it’s noteworthy that one could also define and utilize coordinate systems with
shear, instead of pseudo-cartesian coordinate systems. However, such systems are rarely used because they would notably
complicate the calculations, and likely also hinder understanding.
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gij = �ij

✓
1 +

2w

c2

◆
+O(c�3). (51)

This is the so-called post-Newtonian metric of general relativity, in conformally

cartesian coordinates.14 Assuming this metric, the field equation of general relativity

reduces to

�w +
3

c2
@
2

ttw +
4

c2
@
2

tjwj = �4⇡G� +O
�
c
�3

�
, (52)

�wi � @
2

ijwj � @
2

tiw = �4⇡G�
i +O

�
c
�2

�
, (53)

where � = c
�2(T 00 + T

kk) and �
i = c

�1
T

0i, such that � and �
i are zeroth

order quantities—because T
µ⌫ = O(c2, c, c0) in the weak-field and slowly moving

approximation.15

Post-Newtonian gauge invariance

One can check that the equations Eqs. (52-53) are invariant under the following

transformations

w
0 = w �

1

c2
@t�, (54)

w
0

i = wi +
1

4
@i�, (55)

where � is an arbitrary differential function. Indeed, while the form of the metric

in Eqs. (49-51) completely fixes the type of spatial coordinates being considered, it

leaves a freedom at the level of the time coordinate. Indeed, this gauge invariance

14The name conformally cartesian stems from the fact that one has g00gij = ��ij + O(c�4
)—that is, the space-

space component of metric gij multiplied by a conformal factor (here, the time-time component of the metric g00) is flat
up to c�4 corrections. It’s worth noting that such coordinate systems generally do not exist in general in theories other
than general relativity—at least when the metric considered still defines the proper time d⌧2

= �g↵�dx
↵dx� and not

a conformal frame.
15One can verify that with the stress energy tensor of dust, which reads T↵�

= �⇢mu↵u� , where ⇢m is the rest
mass density and u↵

= dx↵/d⌧ , such that u0
⇠ c.

𝛽 = 𝛾 = 1

GRT PPN

Chapter 2: Examples of alternate theories Section 2.1:  Parametrized Post-Newtonian : PPN 

(134)

Parametrized Post-Newtonian (PPN) formalism à Small departure from GRT parametrized by 2 
parameters: 𝛽 and 𝛾

Extended Parametrized Post-Newtonian (EPPN) formalism à Up to 6 additional parameters, not constrained in the SS so far.

Reference : https://link.springer.com/article/10.12942/lrr-2014-4 



Parametrized Post-Newtonian Framework In GRT, 𝛽 = 𝛾 = 1

(Bertotti	et	al.	2003)
𝛾 − 1 =	(2.1	+/- 2.3)	x	10-5



PPN planetary modeling



PPN planetary modeling

used so far only for
simulation or MSG
(Genova et al. 2018)
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Fig. 8 Constraints on PPN parameters � and � obtained from planetary ephemerides as presented in Table
5. The shadded area is the zone common to all the constraints. The lightgrey lines give the constraint on �
extracted from the Cassini experiment (Bertotti et al., 2003b). Three categories are considered: the values
obtained from a full global fit, the one obtained using random walk exploration methods (RW) and finally,
the one constrained either in fixing one of the two parameters (usually � like in (Konopliv et al., 2011;
Park et al., 2017)) either in considering only one planetary orbit (like the Mercury orbit for Genova et al.
(2018) . These categories were labelled according to the Column 3 of Table 5 and the annotated text refers
to Column 2 of Table 5.

Among the 10 PPN parameters discussed in Will (2014) and Will (2018b), we

shall first only consider the Eddington-Robertson-Schiff parameters � and �, because

most of the planetary ephemerides to this date focused on those parameters. A com-

plete description of the PPN parameters will be discussed in Sec. 4.1.4. Let us write

the metric as follows (Klioner and Soffel, 2000)
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random walk exploration (Fienga et al., 2021a). They investigate the space of param-

eters more largely than the two former methods, leading to usually larger intervals

for possible GRT violations. On Table 5, values obtained in the context of one sin-

gle planet analysis (Mercury) with only one single spacecraft (MESSENGER) data

analysis (Genova et al., 2018) are also given for comparisons. The obtained results

show smaller uncertainties than the planetary determinations but might be affected

by possible biases. As it was shown in the Eq. (100), the use of multiple orbits favors

the disentangling of the different planetary contributions. Moreover, the value of � is

obtained in introducing the Nordvedt relation Eq. (126) in the equation of motion and

in the fitting procedure which supposes to consider only metric theories and increases

the correlations between the fitted parameters (see sect. 4.2).

Finally, as one can see on Fig. 8, all the PPN estimations obtained with the three

methods are consistent with GRT, with no significant departure from unity for �

and �. By considering the common overlaps of all the recently published intervals

obtained with planetary ephemerides, the two following constraints are obtained:

(� � 1) = (�0.45± 1.75)⇥ 10�5

(� � 1) = (0.55± 1.35)⇥ 10�5

(102)

These values represent an improvement of about 3 orders of magnitude for � and

� in comparison to the historic first determination of (Anderson et al., 1978). We

can expect the same type of improvements in the coming years, especially with the

outcomes of the Bepi-Colombo mission (Imperi et al., 2018; De Marchi and Cascioli,

2020).

Chapter 2: Examples of alternate theories Section 2.1:  Parametrized Post-Newtonian : PPN 

RW = Random Walk= 
Random exploration of 
values for 𝛽, γ . The 
values are selected
according to a « cost-
function »

Full Fit or Partial Fit = 
estimation by least 
squares with all 
parameters or just few 
are free

Bayesian approach

Frequentist approach



Equivalence principal / Universality of Free Fall

Estimated	with	LLR	

ΔABC = ΔABCDAE + ΔABCBAE

Estimated	with	specific	
experiments	such	as	
Torsion	Balance,	
MICROSCOPE		

Generic	expression	for	both	metric	and	non-metric	theories



Equivalence principal / Universality of Free Fall

* Will 2018, Theory and Experiment in gravitational physics

Estimated	with	LLR	

• Metric theories : WEP valid by definition 
; only SEP 

Estimated	with	LLR	
Self	binding	energy



Equivalence principal with LLR

Experiment Type of test

Torsion balance WEP ∆𝑎 < 10-13 Adelberger et al. 2003 

MICROSCOPE WEP ∆𝑎 < 10-15 Touboul et al. 2019

LLR GWEP, UFF,
Metric theories

∆𝑎 < 10-14

𝜂 < 5 x 10-5

Biskupek et al. 2021, Viswanathan et 
al. 2018

Messenger SEP, metric theories 𝜂 < 7 x 10-5 Genova et al. 2021

PLE SEP in Brans-Dicke 
framework

|𝜂| ≤ 3 × 10$/ Mariani et al. 2024



Overview
1) General introduction to the planetary and lunar ephemerides (PLE)
• Basics
• GR framework
• Accuracies

2) Tests in the PPN framework
• Framework
• Results and issues
• Equivalence Principal

3) Other alternative theories
• Time varying constants
• Massive graviton, Yukawa suppression
• Einstein Dilaton
• Dark matter

4) Conclusions



Variation of G

• What is estimated is 𝜇⨀ = 𝐺𝑀⨀

• Integrated equations are at each step

• To obtain
&̇
&

, one has to suppose 
̇#⨀

#⨀
• Hypothesis on mass gain (comet, dust…)
and on mass loss (solar wind…) 𝐺̇

𝐺
= 0.85 ± 3.75 × 10$0% 𝑦𝑟$0

̇𝜇⨀
𝜇⨀

= −10.2 ± 1.4 × 10$0% 𝑦𝑟$0

̇W⨀
W⨀
=

̇C⨀
C⨀

+ ẊX

(Pitjeva et al. 2021)



Massive graviton / Yukawa potential / fifth force 

Yukawa	suppression	of	massive	
interactions	at	the	 Compton	
length,	𝜆2

𝑤 = 𝑤3 𝑒𝑥𝑝 − 4
5"

(W18)

𝑤 ~ 𝑤3 1 + 0
+
4#

5"#
(B19)

𝜆2 =
ℏ

𝑐 𝑚2

with	mg the	graviton	mass

Fifth	Force	:	𝛼 ,	the	strenght	of	the	
force	relative	to	gravity ;	𝜆,	the	
range	of	the	force

𝑤 = 𝑤3 1 + 𝛼 𝑒𝑥𝑝 −
𝑟
𝜆

If 0 < 𝛼 and 𝜆 ≫ 𝑟, then 𝜆2 ≈
5
6

Modify EOM/TS/LP	in	PLE	(Bernus,	2019,	2021,	Mariani	et	al.	2023)	

W18:	(Will	2018)	;	B19:	(Bernus et	al.	2019)

What about if metric field has  a mass, mg.  ?

What about if metric field does’nt have a mass but gravitational field does ?



Massive graviton in PE : example of correlated mis-interpretation

(Will	2018):		postfit analysis *

(*)	only 𝜆2 explains	the	differences between
ephemeris and	observations	

(Bernus et	al.	2019)

2

λg > 1.6 × 1013 km  by combining data from the three events GW150914, GW151226 and 
GW170104 [4].

At the time, these bounds improved upon the weaker bound λg > 2.8 × 1012 km , inferred 
from solar-system dynamics in a 1988 paper by Talmadge et al [5]. If the graviton is mas-
sive, then in the simplest model, the Newtonian gravitational potential is given by the Yukawa 
form (Gm/r)e−r/λg rather than Gm/r, where G is Newton’s constant. Such a potential leads 
to a modi!cation of the relation between orbital period and semimajor axis and to additional 
contributions to perihelion advances of the planets. The limit inferred from [5] derived mostly 
from orbital period data [1].

Much has changed since 1988. The precision of our knowledge of planetary motion has 
steadily improved as a result of high-precision radar tracking of planets and spacecraft, 
improvements in the measurement of planetary and asteroid masses, increasingly pre-
cise measurements of the Earth–Moon orbit using lunar laser ranging and development of 
improved ephemeris computer codes. In particular, major advances in precision have come 
from the recent array of planetary orbiters tracked precisely via range or Doppler radar and 
via very long baseline interferometry. These include, Mars Express (2003—), Venus Express 
(2006–2014), Mars Reconnaissance Orbiter (MRO) (2006—), the Cassini orbiter of Saturn 
(2004–2017) and Mercury MESSENGER orbiter (2011–2015).

In particular, the perihelion advance of Mercury and Mars are now known to a few parts in 
105, and that of Saturn is known to a few percent. To leading order in the ratio (a/λg), where 
a is the orbital semimajor axis, the perihelion advance per orbit induced by a massive graviton 
is given by

∆! = π

(
a
λg

)2

(1 − e2)−1/2, (1)

where ϖ is the longitude of perihelion measured from a !xed reference direction, and 
e is the orbital eccentricity. Recall that the advance induced by general relativity (GR) is 
∆!GR = 6πGm/c2a(1 − e2), where m is the mass of the Sun, and G and c are the Newtonian 
gravitational constant and speed of light, respectively. While the GR precession is largest for 
orbits close to the Sun, the massive graviton effect grows with distance from the Sun.

In this paper we survey the latest analyses of solar system data, and show that the best 
bound on λg comes from the perihelion advance of Mars incorporating MRO data. It is given 
by the range

λg > (1.2 − 2.2)× 1014 km, mg < (6 − 10)× 10−24 eV c−2, (2)

depending on the speci!c analysis. This bound is almost two orders of magnitude larger than 
that inferred in 1988 and an order of magnitude better than the LIGO bound. It is signi!cantly 
stronger than bounds inferred from binary-pulsar data (λg > 1010 km) [6], and stronger by 
almost an order of magnitude than model-dependent bounds inferred from the stability of 
the Schwarzschild and Kerr metrics [7]. Various studies have shown that a stronger bound 
of λg > 1016 km could be obtained from gravitational-wave detections by the LISA space 
antenna [1, 8–10]. A frequently quoted bound is λg > (6 − 9)× 1019 km from galactic and 
cluster dynamics [11–14]; however, in view of the uncertainties related to the amount of dark 
matter in the universe, and the fact that massive gravity theories frequently include other mod-
i!cations of gravity on large scales, this latter bound should be viewed as model-dependent.

The rest of this paper provides details. Section 2 brie#y summarizes the derivations of the 
leading effects of a massive graviton in the solar system. In section 3, we obtain bounds on the 
graviton mass from a range of analyses of solar system ephemeris data. Section 4 discusses 
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• Of course , 𝜆2 can	not	explain ALL	the	differences
between ephemeris and	observations	

• Correlations between (>	400)	parameters

4

The violation of Kepler’s third law exhibited in equation (5) can also be used to bound λg. 
We de"ne the parameter η by [1, 5]

η ≡
(

n2a3

n2
⊕a3

⊕

)1/3

− 1, (7)

where n = 2π/P is the measured ‘mean motion’ and a is the measured semimajor axis of a 
given planetary orbit, with the subscript ⊕ denoting the Earth. Then a bound on λg can be 
expressed in the form

λg > 1.5 × 108 km
(

1 − ã2

6η

)1/2

. (8)

3. Bounds on λg from solar-system data

The tightest bounds on λg come from data on the perihelion advances of the planets, nota-
bly Earth, Mars and Saturn. Two analyses [16, 17] tabulated the residual uncertainties in the 
perihelion advances of Mercury through Saturn, after the effects of planetary and asteroid 
perturbations and standard GR were taken into account. Table 1 lists the uncertainties in σ("̇) 
and the bounds on λg inferred from the "rst of equation (6). Note that the strongest bounds 
come from Mars and Saturn, where the MRO and Cassini missions, respectively, have led to 
improved orbital knowledge.

In other analyses, "ts to the data using the PPN framework were carried out, quoting 
bounds on the parameters γ and β. Most of the bounds were dominated by Mercury data, 
but one analysis focussed on bounds that could be inferred from MRO data on Mars. In each 
case, we estimated the uncertainty in σrel("̇) by simply adding the uncertainties in γ and β, 
weighted by the numerical coef"cient in the PPN formula for the perihelion advance, namely

σrel("̇) ≡ 2
3
σ(γ) +

1
3
σ(β). (9)

The results for σrel("̇) and the bounds inferred for λg are shown in table 2.
The strongest bounds, between 1.2 and 2.2 × 1014 km, come from Mars, exploiting its 

distance from the Sun and the measurement accuracy derived from MRO. Close behind are 
bounds from Earth and Saturn. Mercury contributes a substantially weaker bound.

Table 1. Bounds on λg.

Planet σ("̇) (mas yr−1) λg bound (1014 km)

Data from table 4 of [16]
Mercury 0.03 0.18
Venus 0.016 0.28
Earth 0.0019 0.88
Mars 0.000 37 2.21
Jupiter 0.28 0.11
Saturn 0.0047 0.98
Data from [17]
Mercury 0.02 0.22
Saturn 0.026 0.42

Class. Quantum Grav. 35 (2018) 17LT01

(Will	2018)	

16 Chapter 1. Introduction

lg a Mercury a Mars a Saturn a Venus a EMB GM�

lg 1 0.50 0.49 0.04 0.39 0.05 0.66
a Mercure · · · 1 0.21 0.001 0.97 0.82 0.96

a Mars · · · · · · 1 0.03 0.29 0.53 0.06
a Saturn · · · · · · · · · 1 0.003 0.02 0.01
a Venus · · · · · · · · · · · · 1 0.86 0.94
a EMB · · · · · · · · · · · · · · · 1 0.73
GM� · · · · · · · · · · · · · · · · · · 1

TABLE 1.1: Table extracted from Bernus et al. (2019). Examples of
correlations between various INPOP17b parameters and the Comp-
ton wavelenght lg. a, EMB and M� state for semi-major axes, the

Earth-Moon barycenter and the mass of the Sun respectively.
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FIGURE 1.5: Plot of the autocorrelation function (ACF) of residuals
(O � C) for the MEX data between 2013.842 and 2015.191. The blue
line provides a detection level below which the value of the ACF can
be considered close to 0. The blue line has the values ± 2p

T
where T is

the number of observations considered.



Supplemental materials: Constraining the mass of the graviton with the planetary

ephemeris INPOP
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NUMERICAL ANALYSIS

To model and confront the massive graviton to Solar
System observations, we add its contribution to the IN-
POP17b Solar System model (including asteroid masses),
and then fit the newly obtained ephemeris according to
the procedure described in [1]. For a fixed value of �g,
we fit the parameters of the whole model to the data.

We have performed an iterative fit of the INPOP17b
parameters of the ephemeris for each given values of �g.
In order to compare the tested and the reference solu-
tions, one needs to apply exactly the same procedure
in each case. Accordingly, the same data and weights
are used. As usual, weights are representative of data
uncertainty and distribution. The comparison between
the residuals of a solution with a massive graviton to the
residuals of the reference solution gives a measurement of
the sensibility of the ephemeris to the e↵ects of a massive
graviton. For each value of �g we compute the standard
deviation of the residuals of range observations. More
specifically, we exhibit residuals obtained with observa-
tions for Cassini mission, Messenger mission, and Mars
Odyssey and Mex mission. Other observations are less
relevant due to less accurate data and/or high correla-
tion with �g. This algorithm processes for 1024 di↵erent
fixed values of �g between 1⇥1013 and 8 ⇥1013 km. We
plot the di↵erent standard deviations with respect to �g

for each iteration. We remove the values of the refer-
ence solution standard deviations 1 listed in Table I. In
Table I, we indeed give the 1� standard deviations of
INPOP17b residuals together with the 1� di↵erences ob-
tained between INPOP17b and the Jet Propulsion Lab-
oratory ephemeris DE436 2 geocentric distances on the
time interval of the data sample. The latter gives an idea
of the internal accuracy of the reference ephemeris itself.
At about the 10th iteration, the standard deviations for
the three sets of residuals stop evolving — meaning that
the adjustment has converged. We report the plot of the

1
i.e. for �g = +1

2
Which is based on DE430 ([2]).

FIG. 1. Plot of the standard deviations with respect to �g

after 12 iterations of the data fit. The values of the refer-
ence solution INPOP17b standard deviations (given in Table
I) have been removed. The colored areas correspond to zones
where the standard deviations of each observable are con-
sidered a priori as being marginally to not significant. The
limits come from the estimation of the internal accuracy of
the ephemeris obtained through the comparison with DE436,
see Table I as well as text below. [A rigorous evaluation of
the significance of the deterioration is made in the main part
of the manuscript.]

standard deviations of the last iteration (the 13th) in Fig.
1.
An important point to have in mind is that Mars data

constrain the global fit of parameters to observations —
thanks to the important weight in the fit given to the
Mars Odyssey and MEX missions accurate data in the
reference solution 3. So, while in Will’s analysis [3], the
high quality of Martian data is expected to allow the
best constraints on �g, this high quality actually helps to
better adjust the whole set of parameters — but they do
not significantly constrain �g. Alternatively, given the
fact that Saturn’s semi-major axe is less correlated to
�g (see Table I in the main part of the manuscript), it
is not surprising to see in Fig. 1 that Saturn positions

3
As mentioned above, weights are representative of data uncer-

tainty and distribution.
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IC, Sun mass, J2 Sun, 

GM_asteroids

2

Observations Time # (O-C) INPOP17b INPOP17b-DE436

Intervals 1� 1�

[m] [m]

Mercury (Messenger) 2011 : 2013.2 950 7.2 3.9

Mars (Ody, MEX) 2002 : 2016.4 52946 5.0 1.4

Saturn (Cassini) 2004 : 2014 175 32.1 11.7

TABLE I. Summary of data selected for monitoring INPOP sensitivity to �g. Columns 2 and 3 provide the time coverage of
the sample and the number of observations per sample respectively. Column 4 gives the 1� standard deviation of residuals
obtained with INPOP17b. These standard deviations are taken as reference values in the text. The last column indicates the
1� di↵erences between INPOP17b and DE436 for geocentric distances and for interval of time covered by the two ephemeris
adjustments.

deduced from the Cassini observations are actually the
most constraining on �g.

It is found that the variation of the standard deviations
of the selected residuals dominates compared to the vari-
ations of the mean values of the residuals, for all values
of �g. Therefore, in the following, we focus on standard
deviations of data.

As one can see in Fig. 1, after 12 iterations, only
residuals deduced from Saturn positions obtained with
Cassini show important deviations at a high value of �g.
On the other hand, all the values of standard deviation
of Mars data are below 1.5 m higher than the reference
value. Around �g = 1.5 ⇥ 1013 km, Messenger data go
a little above 3 m higher than the reference value, but
decrease then as �g decreases, while Mars standard devi-
ation does exactly the opposite — indicating a compen-
sating mechanism between the two sets of standard de-
viations, whose controlling parameters are indeed highly
correlated. Of course, the compensating mechanism is
actually across the whole set of residuals and depends on
both the weights attributed to the di↵erent data and to
the correlations between various parameters. In the end,
only residuals deduced from Cassini show a significant
(and monotonic) increase as �g decreases, as one can see
in Fig. 1.

DISCUSSION

The significant level of correlation between �g and the
Solar System parameters indicates that any signal intro-
duced by �g < +1 can in part be re-absorbed during the
fit of all the parameters. As a consequence, as explained
previously, analyses based on postfit residuals tend to
overestimate the constraint on �g. We can illustrate this
further with the following example.

We look at the standard deviations of residuals with
respect to �g without re-adjusting all the Solar System
parameters — which e↵ectively corresponds to do a sort
of postfit analysis, in the sense that one considers Solar
System parameters to be given beforehand by previous
analyses. This gives an indication of the amplitude of

FIG. 2. Plot of the standard deviations variations with re-
spect to �g without adjusting the Solar System parameters.
As expected, �g seems to have a much more important im-
pact compared to the case in Fig. 1, where one has adjusted
the Solar System parameters after adding the �g parameter.
[Note that the scale of the x-axis here is di↵erent with respect
to Fig. 1].

the e↵ect of �g < +1 on the ephemeris, when the Solar
System parameters are (wrongly) considered to be known
beforehand. The standard deviations for Saturn Cassini
residuals are shown in Fig. 2. If one applies the same
statistical analysis on those residuals — instead of on the
residuals obtained after adjusting the Solar System pa-
rameters as in Fig. 1 of the main part of the manuscript
— one would mistakenly get at an improvement of more
than a factor 20 on the constraint of �g, as it can be seen
in Fig. 3 (the postfit analysis gives �g  4.98 ⇥ 1014 km
instead of 1.83⇥ 1013 km, for the 90% C.L. bound).
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[2] W. M. Folkner, J. G. Williams, D. H. Boggs, R. S. Park,
and P. Kuchynka, “The Planetary and Lunar Ephemerides
DE430 and DE431,” Interplanetary Network Progress Re-
port 196, 1–81 (2014).
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PLANETARY MASSES ARE ALWAYS FIXED 



Massive graviton in PE : example of correlated mis-interpretation

(Bernus et	al.	2019,	2021)

• Fixed	𝜆2 à INPOP fully built with 𝜆2
• Random exploration of 𝜆2 + cost function

• 1	PLE	iteration	(EoM integration	+	fit)	over	100	yrs =	5	mn
• From	400	to	800	parameters	estimated	per	solutions
• Too	long	for	MCMC	for	the	full	400	parameters



Massive graviton in PE : example of correlated mis-interpretation

8 hours!

- Eq. of Motion
- Observables
- 

Different 
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acceptance

Step 3

Metropolis-Hastings (MH)
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(Bernus et	al.	2019,	2021)

(Mariani	et	al.	2023)	GPR+	MCMC

• Fixed	𝜆2 à INPOP fully built with 𝜆2
• Random exploration of 𝜆2 + cost function

• 1	PLE	iteration	(EoM integration	+	fit)	over	100	yrs =	5	mn
• From	400	to	800	parameters	estimated	per	solutions
• Too	long	for	MCMC	for	the	full	400	parameters

à GPR	on	several	hundreds	of	runs	and	then	MH



Massive graviton / Yukawa suppression

𝑚2 < 0.10 × 10 $+7 eV/c2.   C.L. 99.7 % 

𝜆2 > 122.48 × 10 07 km C.L. 99.7 % 

(Will	2018):	
postfit analysis *

Random exploration	
(RW)	+	cost function

MCMC

(Mariani	et	al.,	Bayesian	test	of	the	mass	of	the	graviton	with	planetary	
ephemerides.	Phys.Rev.	D,	108:024047,	Jul	2023 )

(Mariani	et	al.,	2023)	

(Mariani	et	al.,	2023)	(Bernus et	al.,	2019,	2021)	

𝜆2 > 1.4 − 2.7 × 10 0% km

𝑚2 < 0.40 − 0.8 × 10 $+7 eV/c2.   



Chapter 2: Examples of alternate theories Section 2.2:  Example of non-metric theories

The Brans-Dicke scalar-field / Einstein dilaton theories. 

In this type of theories,  one introduces a scalar field 𝜑 and its kinematic term f(𝜑) such that we can derive from the 
metric tensor g, a other metric g* such as                                  

and the mass of the particule A, mA, is then 

In this context, the new metric can written with

à Matter is then coupled with the scalar 
field. This coupling can be universal (i.e 
BD) or matter-dependent  (dilaton) with Z

(139a)

(140c)



Einstein massless dilaton : INPOP test (Bernus et al. 2022)

• Generic	formalism	allowing	both	WEP,	GWEP	violations
• Non-universal	coupling	between	scalar	field	𝜑 and	matter
• Parameters	of	the	metric	depend	on	Z	(dilaton)	or	universal	
constant	(Brans-Dicke	theory,	BDT)

• Effect	on	light	path	with	𝛾 and	negligeable	additional	terms
(Z)



Einstein massless dilaton : INPOP test (Bernus et al. 2022)

• Introduction	in	PE of	previous	EIHDL	and	Shapiro	modified	equations
• Linear	coupling	(𝛽, = 0, 𝛽 = 1)
• Random	exploration	for	𝛼8 , 𝛼9 and	𝛼, starting	with	flat	large	priors
• Cost	functions	(same	approach	as	for	(Bernus	et	al.	2021)	graviton)

• Generic	formalism	allowing	both	WEP,	GWEP	and	SEP	violation
• Non-universal	coupling	between	scalar	field	and	matter
• Parameters	of	the	metric	can	depend	on	Z

(Z)

(Bernus et al. 2022)



Brans-Dicke Theory and GPR+MCMC (Mariani et al. 2024)

Brans-Dicke Theory = Einstein-dilaton with universal coupling only
• Introduction	in	INPOP of	previous	EIHDL	and	Shapiro	modified	equations
• Linear	coupling	(𝛽, = 0, 𝛽 = 1)
• Only	the	universal	coupling,	𝛼,
• BDT: 𝛾 = 𝛾(𝛼, ) , 𝛿9 = −(1 − 𝛾(𝛼, ) ) × Ω9 , 𝛿:9 = 0
• Ω9 =	self-gravitational	energy	à 𝛿9 = 𝜂× Ω9

𝛾

𝛾 =
1 − 𝛼,+

1 + 𝛼,+
𝜂 = 𝛾 − 1 = −2

𝛼,+

1 + 𝛼,+

Direct	tie	between	SEP	violation	and	𝛾 > 0



Brans-Dicke Theory (𝛼' = 𝛼& = 0) and GPR+MCMC

Case 2:  BDT 𝛾 with SEP 
violation (𝛽 = 1, 𝛼$ ≠ 0 )

𝛾 =
1 − 𝛼!"

1 + 𝛼!"
; 𝜂 = −2

𝛼!"

1 + 𝛼!"

𝟏 − 𝜸 ≤ 𝟐. 𝟖𝟑 × 𝟏𝟎%𝟓
𝛼$ ≤ 3.76 × 10%'

|𝜼| ≤ −𝟐. 𝟖𝟑 × 𝟏𝟎%𝟓
@ 99.7 CL

Case 1: 𝛾 wo SEP 
(𝛽 = 1, 𝛼$ = 𝜂 = 0 )

𝟏 − 𝜸 ≤ 𝟐. 𝟓 × 𝟏𝟎%𝟓
@ 99.7 CL

Cassini conjunction test 
(Bertotti et 2003):

|1 − 𝛾| ≤ 4.4 × 10%(

(Mariani et al. 2024)

𝛾 Uniform prior from 
[0: 1.5×10$%]

𝛾 Uniform prior from 
[0: 1.5×10$%]

with SEP 
without SEP 



Direct versus indirect tests : example of dark matter

Direct Tests 

A new dynamical modeling is developped in an 
alternative framework with equations of motions, 
time scales and light path described in this new 

framework (PPN, graviton, dilaton), adjustement 
included

Indirect Tests 

Interpretation of derived quantities  (advance 
of perihelia) in terms of constraints 

PROS
Totally consistent results with good estimations of 

uncertainties and correlations 

CONS
Quite heavy to developp

PROS
Very fast and relatively easy

CONS
Highly inconsistent with clear under-estimation of 
uncertainties and overestimation of the constraints



Comments on dark matter constraints with PE

PROs CONs

supplementary
advances of	
perihelia

Khriplovich and	
Pitjeva
(2006)

<	7	10-11 solar	mass	 Postfit
interpretation	Not	

Consistent

dark	matter	falling	
into	the	Sun	

̇𝑀⨀

𝑀⨀

Blennow et	al.	2018,	
Kardashev	et	al.	

2005	

Consistent Hypothesis	on	mass	
gain	(comet,	dust…)
and	on	mass	loss	
(solar	wind…)

Additional
acceleration from
DM	out	of	SS

Belbruno and	Green	
(2022)	

Affected	only	
objects	a	>	80	AU

Additional
acceleration from

DM	in	SS

Pitjeva and	Pitjev
(2013)	

Consistent	 Too	sensitive	to	
mass	distribution

(P9	case)

Estimation of the dark matter density in the solar system
An example of misleading conclusion can be taken from the dark matter density
estimation. Pitjeva and Pitjev (2013), direct estimations of the density of the dark
matter inside the orbit of Saturn have been tested using two different implemen-
tations. The first one consists in adding an additional acceleration to the equations of
motion of the EPM planetary ephemerides such as:

aDMA ¼
lMðRÞ

rAT
rAT ; ð166Þ

where lMðRÞ is the gravitational parameter of an additional matter in a sphere of
radius R around the Sun. It turned out that such a direct modeling is highly affected
by the uncertainties induced by the asteroid masses and no conclusive measurement
of the mass of dark matter inside the solar system has been obtained in using
Eq. (166). The second attempt in Pitjeva and Pitjev (2013) was from the secular
advance of perihelia d-DM

A following the equation from Khriplovich and Pitjeva
(2006)

D-DM
A ¼ $3p

qDM
Msun

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
1$ e2A

q
; ð167Þ

where D-DM
A is the supplementary advance of perihelia of the planet A induced by

dark matter of density qDM, supposed uniformly distributed at the planetary dis-
tances, eA being the eccentricity of the orbit. The most stringent constraint gives a
density for the dark matter up to the Saturn orbit of about qDM\1:1% 10$20 g cm$3,
leading to a dark matter mass smaller than 7.1 %10$11 solar mass. It is interesting to
note that this estimation is 5 orders of magnitude higher than the density for local
dark matter halo proposed by McMillan (2011), Weber and de Boer (2010) and

Table 9 Examples of interpretation of ephemeris derived parameters. d _-supp and d _Xsupp indicate the
supplementary advances in perihelia and nodes respectively

Theories Sections Impact on orbits References

MOND 4.7 d _-supp, d _Xsupp Blanchet and Novak (2011)

AWE/chameleons variation of PPN parameters Füzfa and Alimi (2007)

EP Burrage and Sakstein (2018)

Scalar field theories _G=G Uzan (2003)

Variation of of PPN parameters

Dark energy _G=G Steinhardt and Wesley (2009)

Dark matter 5.2 linear drift of AU Arakida (2010)

asupp Nordtvedt (1994)

d _-supp, d _Xsupp Frère et al. (2008)

Yukawa, fifth force 4.5 d _-supp Merkowitz (2010)

f(r) asupp de Felice and Tsujikawa (2010)

Variation of of PPN parameters

Massive graviton 4.4 d _-supp, d _Xsupp Will (2018a)
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̇W⨀
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=

̇C⨀
C⨀

+ ẊX

Detectability with ultralight dark matter ? 

Estimation of the dark matter density in the solar system
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estimation. Pitjeva and Pitjev (2013), direct estimations of the density of the dark
matter inside the orbit of Saturn have been tested using two different implemen-
tations. The first one consists in adding an additional acceleration to the equations of
motion of the EPM planetary ephemerides such as:

aDMA ¼
lMðRÞ

rAT
rAT ; ð166Þ

where lMðRÞ is the gravitational parameter of an additional matter in a sphere of
radius R around the Sun. It turned out that such a direct modeling is highly affected
by the uncertainties induced by the asteroid masses and no conclusive measurement
of the mass of dark matter inside the solar system has been obtained in using
Eq. (166). The second attempt in Pitjeva and Pitjev (2013) was from the secular
advance of perihelia d-DM

A following the equation from Khriplovich and Pitjeva
(2006)
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A ¼ $3p
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; ð167Þ

where D-DM
A is the supplementary advance of perihelia of the planet A induced by

dark matter of density qDM, supposed uniformly distributed at the planetary dis-
tances, eA being the eccentricity of the orbit. The most stringent constraint gives a
density for the dark matter up to the Saturn orbit of about qDM\1:1% 10$20 g cm$3,
leading to a dark matter mass smaller than 7.1 %10$11 solar mass. It is interesting to
note that this estimation is 5 orders of magnitude higher than the density for local
dark matter halo proposed by McMillan (2011), Weber and de Boer (2010) and

Table 9 Examples of interpretation of ephemeris derived parameters. d _-supp and d _Xsupp indicate the
supplementary advances in perihelia and nodes respectively

Theories Sections Impact on orbits References

MOND 4.7 d _-supp, d _Xsupp Blanchet and Novak (2011)

AWE/chameleons variation of PPN parameters Füzfa and Alimi (2007)

EP Burrage and Sakstein (2018)
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Variation of of PPN parameters
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Dark matter 5.2 linear drift of AU Arakida (2010)

asupp Nordtvedt (1994)

d _-supp, d _Xsupp Frère et al. (2008)
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Comments on dark matter constraints with PE

PROs CONs

Additional
acceleration from

DM	in	SS

Pitjeva and	Pitjev
(2013)	

Consistent	 Too	sensitive	to	
mass	distribution

(P9	case)

supplementary
advances of	
perihelia

Khriplovich and	
Pitjeva
(2006)

<	7	10-11 solar	mass	 Not	Consistent

dark	matter	falling	
into	the	Sun	 Blennow et	al.	2018,	

Kardashev	et	al.	
2005	

Consistent Hypothesis	on	mass	
gain	(comet,	dust…)
and	on	mass	loss	
(solar	wind…)

Additional
acceleration from
DM	out	of	SS

Belbruno and	Green	
(2022)	

Affected	only	
objects	a	>	80	AU

Estimation of the dark matter density in the solar system
An example of misleading conclusion can be taken from the dark matter density
estimation. Pitjeva and Pitjev (2013), direct estimations of the density of the dark
matter inside the orbit of Saturn have been tested using two different implemen-
tations. The first one consists in adding an additional acceleration to the equations of
motion of the EPM planetary ephemerides such as:

aDMA ¼
lMðRÞ

rAT
rAT ; ð166Þ

where lMðRÞ is the gravitational parameter of an additional matter in a sphere of
radius R around the Sun. It turned out that such a direct modeling is highly affected
by the uncertainties induced by the asteroid masses and no conclusive measurement
of the mass of dark matter inside the solar system has been obtained in using
Eq. (166). The second attempt in Pitjeva and Pitjev (2013) was from the secular
advance of perihelia d-DM

A following the equation from Khriplovich and Pitjeva
(2006)

D-DM
A ¼ $3p

qDM
Msun

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
1$ e2A

q
; ð167Þ

where D-DM
A is the supplementary advance of perihelia of the planet A induced by

dark matter of density qDM, supposed uniformly distributed at the planetary dis-
tances, eA being the eccentricity of the orbit. The most stringent constraint gives a
density for the dark matter up to the Saturn orbit of about qDM\1:1% 10$20 g cm$3,
leading to a dark matter mass smaller than 7.1 %10$11 solar mass. It is interesting to
note that this estimation is 5 orders of magnitude higher than the density for local
dark matter halo proposed by McMillan (2011), Weber and de Boer (2010) and

Table 9 Examples of interpretation of ephemeris derived parameters. d _-supp and d _Xsupp indicate the
supplementary advances in perihelia and nodes respectively

Theories Sections Impact on orbits References

MOND 4.7 d _-supp, d _Xsupp Blanchet and Novak (2011)
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Estimation of the dark matter density in the solar system
An example of misleading conclusion can be taken from the dark matter density
estimation. Pitjeva and Pitjev (2013), direct estimations of the density of the dark
matter inside the orbit of Saturn have been tested using two different implemen-
tations. The first one consists in adding an additional acceleration to the equations of
motion of the EPM planetary ephemerides such as:

aDMA ¼
lMðRÞ

rAT
rAT ; ð166Þ

where lMðRÞ is the gravitational parameter of an additional matter in a sphere of
radius R around the Sun. It turned out that such a direct modeling is highly affected
by the uncertainties induced by the asteroid masses and no conclusive measurement
of the mass of dark matter inside the solar system has been obtained in using
Eq. (166). The second attempt in Pitjeva and Pitjev (2013) was from the secular
advance of perihelia d-DM

A following the equation from Khriplovich and Pitjeva
(2006)
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A ¼ $3p

qDM
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ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
1$ e2A
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; ð167Þ

where D-DM
A is the supplementary advance of perihelia of the planet A induced by

dark matter of density qDM, supposed uniformly distributed at the planetary dis-
tances, eA being the eccentricity of the orbit. The most stringent constraint gives a
density for the dark matter up to the Saturn orbit of about qDM\1:1% 10$20 g cm$3,
leading to a dark matter mass smaller than 7.1 %10$11 solar mass. It is interesting to
note that this estimation is 5 orders of magnitude higher than the density for local
dark matter halo proposed by McMillan (2011), Weber and de Boer (2010) and
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̇W⨀
W⨀
=

̇C⨀
C⨀

+ ẊX
(P9	case)

Fienga et al.: INPOP19a constraints on planet 9

Fig. 1. Evolution of the 3� uncertainty for Saturn positions within the
Cassini measurement interval. In particular, the three components of the
EMB-centered RTN-frame uncertainties are shown in meters.

mal points, including the estimated range biases in computing
the light time for the ground-station to Cassini roundtrip. The
uncertainty on the normal points is given by the estimated co-
variance matrix of the range biases.
We also added additional normal points deduced from the radio
science solutions for the gravity-dedicated flybys of Titan (Du-
rante et al. 2019) and Grand Finale Saturn pericenters (Iess et al.
2019). These range normal points were obtained by considering
a pass-through of range data on the spacecraft orbit reconstruc-
tions that were produced for the gravity field solutions using only
Doppler data. With these supplementary normal points, the pe-
riod covered by Cassini was extended up to the end of the mis-
sion in 2017, when the spacecraft plunged into the atmosphere
of Saturn. In Table 1, the newly analyzed navigation data and
the normal points deduced from Titan gravity flybys (TGF) are
labeled Nav. + TGF range, and the data set deduced from the
Grand Finale is labeled Grand Finale range (see Table 1).

2.1.2. Nine perijoves of Juno

The Juno spacecraft has been orbiting Jupiter on a highly ec-
centric polar orbit since July 2016. A radio-science experiment
aims at characterizing the gravity field of the gas giant to un-
precedented accuracy (Durante et al. 2020; Folkner et al. 2017;
Iess et al. 2018). The extremely accurate radio-tracking system
of Juno enables simultaneous two-way Doppler measurements
at X and Ka band with accuracies as low as 10 micron/s in the
radial velocity during the gravity-dedicated passes, which are
used to reconstruct the spacecraft trajectory with a meter-level
radial accuracy with respect to the center of mass of Jupiter at
perijove (periapsis in orbit around Jupiter). Range data points
at X band are collected as well, and the Jovian barycenter po-
sitions relative to the Earth can be generated once per perijove
pass, provided that we know the position of Juno with respect
to the Jovian barycenter. In our fit, we include a total of nine

new Jupiter-normal points spanning the period from the orbital
insertion, back in 2016, to the end of 2018.

2.2. Trans-Neptunian objects

As described in Di Ruscio et al. (2020) and Fienga et al. (2019),
the extension of the Saturn data sets with the positions deduced
from the Grand Finale and from the analysis reported by Di Rus-
cio et al. (2020) required introducing the perturbations induced
by the TNOs on the planetary orbits into the INPOP dynamical
modeling. These perturbations were introduced first by taking
into account individual accelerations produced by the nine most
massive binary TNOs, and second, by modeling the remaining
TNO perturbations by a set of three rings centered on the SSB,
which is located in the ecliptic plane and at distances of 39.4,
44, and 47.5 AU. The sum of the masses of these three rings is
estimated by the fit during the construction of INPOP19a. The
rings allowed Di Ruscio et al. (2020) to show that the residuals
obtained for the Grand Finale are improved by a factor 30 be-
tween INPOP17a and INPOP19a and that the mass for the TNO
ring is equal to (0.061± 0.001)M�. This value is higher than the
value obtained by Pitjeva & Pitjev (2018). This can be explained
by the di↵erences in the dynamical modeling (in addition to the
ring, nine masses have been fixed in Di Ruscio et al. (2020),
while 31 were included in the fit in Pitjeva & Pitjev (2018)) and
by the di↵erences in the data that were used. (Pitjeva & Pitjev
(2018) included neither the Cassini navigation and Grand Finale
data nor the Juno observations). When the same data sets and the
sum of fixed masses are considered, the two results are consis-
tent at 3�. For more details, we refer to Di Ruscio et al. (2020);
Fienga et al. (2019).

3. P9 detection method

3.1. Modeling

In order to characterize the regions in which P9 might be located,
we built di↵erent planetary ephemerides that considered di↵er-
ent positions of P9 following the method initially developed by
Fienga et al. (2016). However, because the expected semimajor
axis of P9 lies between 400 and 800 AU, its orbital circular pe-
riod (from 8000 years to more than 22500 years) almost fixes
the location of P9 relative to the SSB over the time span of the
planetary observations (100 years for the entire data set, and 13
years for the Cassini data sample). We therefore considered here
that the dynamical e↵ect of P9 on the planetary orbits can be
modeled as a tidal e↵ect depending on its fixed position, that is,
right ascension (RA) and declination (Dec), its distance to the
SSB (r), and its mass (MP9). The acceleration induced by P9 on
planet A is ẍP9

A
such that

ẍP9
iA
=

GMP9

r3 [3(xA · u)u � xA] , (1)

where u is the unit vector of coordinates defined by P9
(RA, Dec), xA is the barycentric position vector of planet A,
and the dot indicates the scalar product. We then constructed
planetary ephemerides by numerically integrating and fitting the
orbits to the INPOP19a data sample presented in Table 1, for
which we used the same weighting scheme as for INPOP19a
(see, e.g., Fienga et al. (2019) for more details). For each r, MP9,
RA, and Dec, we obtained a fitted solution. In order to explore
more possibilities than those proposed by Batygin et al. (2019),
we considered distances to the SSB from 400 AU to 800 AU
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Comments on dark matter constraint with LLR

(Zhang	et	al.	2022):	Violation	of	EP	for	Galaxy	DM

(Zhang	et	al	2022)	:	No	violation	!	

𝝎 𝝎 𝝎

𝝎

𝝎 = lunar frequencies ; 𝜽 = direction of GC

𝜽



Make your own tests



Future developments

• 2026-2027 Mercury exploration with Bepi-Colombo 
(ESA/JAXA)

• 2031-2022 Jupiter system with JUICE (ESA)

• NASA Artémis program for Moon exploration : FSS (2026)
• ESA Moonlight (2028), Argonaut payload (post 2028)  

FSS



Bepi-Colombo: MORE experiment

• Exploration	of	Mercury	starting	in	2026
• Launched	in	2018/10/20

• MORE	=	Mercury	Orbit	Radio	Experiment	
à New	technology	Ka/Ka	band
à Less	sensitive	to	solar	plasma
à Below	cm	accuracy	on	Mercury-Earth

• Objectives
• Determination of	Mercury	gravity	field
• Characterisation	of	its	inner	structure
• Tests	of	GRT	and	alternative	theories

• SCE	à 𝛾
• Orbital	phase

INPOP20a + Bepi-Colombo simulations

Mercury exploration from 2026 to
2028.5 (+)

low circular orbit

MORE: very promising commissioning
results, especially for range (Cappuccio
et al. 2020)

A. Fienga INPOP planetary ephemerides 04/21/2021 18 / 32

INPOP20a + Bepi-Colombo simulations

ESA Mercury exploration from 2026 to
2028.5 (+)

Launch: 2018/10/20

First Mercury flyby : 2021/10/02

Second Flyby : 2022/06/23 ! 6 flybys

MPO: low circular orbit

MORE @ MPO: Radio science
experiment Ka/Ka band

Earth-Mercury distance @ cm level !
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